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L’exercice et les deux probléemes qui suivent sont indépendants et peuvent donc étre abordés
dans un ordre laissé au libre choiz.

Dans l'ensemble du sujet, pour répondre’a une question, on pourra admettre les résultats des
questions précédentes, a condition de clairement 'indiquer.

Il est demandé de soigneusement numéroter les questions. Il sera fait grand cas lors de la
correction de la clarté, de la concision et de la précision de la rédaction.

Exercice. Soit n > 1 un entier. Onnoten! =1 x2x -+ xXn.
(1) Soit f:]0,00[— R la fonction définie par
fi 10,00] — R
r  +— zln(r)—x
(a) Calculer f(1) et f(e).
(b) Calculer lim, ,q f(z) et lim, o f(x). Justifiez vos réponses.
(¢c) Dresser, avec justifications, le tableau de variations de f.
(d) Calculer équation de la droite A, tangente a la courbe % représentative de f en z = e.
(e) Représenter sur une méme figure A et €.
(2) Montrer que pour tout entier n > 1, l'intégrale fon In(z) dz est convergente en 0 et que
Jo In(z) dz = nln(n/e).
(3) (a) Montrer que pour tout entier 1 <i <n,

/ In(x) dz < In(i).
Ji-1

(b) En déduire que nln(n/e) < In(n!).
(4) Soit 1 < k < n un entier.

(a) Montrer que (}) < %

(b) En déduire que (}) < (%)k

(5) On considere n urnes numérotées de 1 a n. On lance successivement n balles discernables
dans ces urnes uniformément au hasard de maniére indépendante. On note X; le nombre de
balles qui tombent dans 1'urne 1.

(a) Justifier que pour tout entier 0 < &k < n,

P(X, =k) = (:):n]k (1 - :J_k

(b) Les variables aléatoires Xy, Xo, ..., X, sont-elles (mutuellement) indépendantes? Jus-
tifiez votre réponse.

(c) Calculer la limite de P (X, = 0) lorsque n — oo.
(d) Calculer E[X;].



(e) Montrer que pour tous i € {1,2,...,n} et j € {3,4,...,n}

e J 1
P(X; > 7)< () B
( ) 9} 1—&/y

?

(f) Soit ¢ > 1. Montrer que

) . . cin(n
IP { il existe une urne avec au moing ———— halles — 0.
In(In(n)) n—00
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Probleme A.
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N = {0,1,2,...}. On pose p, = P(X = k) pour
tout entier £ > (.

i

Préliminaires.
(1) Montrer que la série >, ., prs® converge pour tout 0 < s < 1.
Dans la suite, on pose
o0
k
f(s) =po+ ZPA»,S

k=1
pour tout 0 < s < 1.

(2) Déterminer les valeurs de f(0) et de f(1).
k %k %k

Soit 1y un nombre réel tel que 0 < ug < 1.
On considere la suite (4, )n>o définie par wye = f(u,) pour n > 0.

Les trois parties qui sutvent sont indépendantes entre elles.

K ko

Premieére partie. Dans cette partie, on étudie le cas particulier ot pg =p1 = 12
(3) (a) Montrer que pour tout entier n > 0, w41 = =,
(b) Montrer que la suite (z,) définie par z, = u, — 1 est une suite géométrique.
(¢) En déduire une expression de u,,.
(4) Montrer que la suite (u,) converge vers une limite qu’on déterminera.

(5) Soit V' une variable aléatoire a valeurs dans [0,1] qui suit la loi uniforme sur [0,1]. On
considere la suite (V,),>0 définie par

Vi=W
Vo1 = f(V,) pour n > 0.

(a) Soit n > 0. Montrer que la variable aléatoire V,, admet une espérance et la calculer.

(b) La variable alé¢atoire viu admet-t-elle une espérance 7 Si oui, la calculer.

(¢) Soit n > 1. La variable aléatoire o~ admet-t-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
n

* % ok




Deuxieme partie. Dans cette partie, on fixe 7 €]0, 1] et on étudie le cas particulier ot p;, =
(1 —7)r* pour tout entier k& > 0.
(6) Calculer f(s) pour s € [0, 1].
(7) (a) Trouver un polynéme P tel que 1 — 4z + 42? = P(z)? pour tout z € R.
(b) Trouver tous les nombres réels s € [0, 1] tels que f(s) = s.

8) Montrer que la suite (u,) converge vers une limite qu’on déterminera.
n ) )|

* % ok

Troisieme partie. Dans cette partie, on étudie quelques propriétés générales de f.
(9) Montrer que la fonction f est croissante sur [0, 1].
(10) Montrer que la fonction f est continue sur [0, 1].

Indication. On pourra commencer par montrer que pour tout € > 0, il existe un entier K, > 1
tel que Vs € [0, 1], Z 1t < &
k> Ke
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Probleme B. soit n > 1 un entier et ag, . .. ,a,—1 € R des nombres réels. Soit P le polynome

défini par

PX)=ag+a X +-+a, X"+ X"

On note M,,(R) I'ensemble des matrices n xn a coefficients réels. La matrice Cp € M, (R), appelée
matrice compagnon de P, est définie par

0 -+ 0 0 —agy
10 -+ 0 0 —a
0 1 P :
Cp= )
0 . 0 0 —ay_3
E 1 0 —Up_2
00 - 0 1 —ap

On note I,, la matrice identité de M, (IR).

(1) (Exemples)

(a)
(b)

Donner la matrice compagnon Cg du polynome Q(X) = (X — 2)%(X + 1).

; ; . ; 0 3
Déterminer le polynome R dont la matrice compagnon est C'y = ( 1 9 ) .

Quelles sont les racines de R 7 Quelles sont les valeurs propres de Ci ?

Que constatez-vous 7

La matrice C'y est-elle diagonalisable 7 Justifiez votre réponse.

Déterminer le rang de Cp et la dimension du noyau de Cp.

Indication. On pourra distinguer deux cas : le cas ou ag = 0 et le cas ot ag # 0.
Justifier que 0 est valeur propre de C'p si et seulement si P(0) = 0.

Pour tout A € R, montrer que dim(Ker(Cp — AL,)) < 1.

(3) L’application qui & une matrice A € M,,(R) associe agl, +a; A+ +a, 1 A" '+ A" est-elle
une application linéaire 7

Dans la suite, on considere Mp € M, (IR) la matrice définie par

On note

Mp = agl,, + a1Cp + a3C + + -+ + a1 Cp 1 + C}.

1 0 0
0 1 0
(B, Es, ..., E,) = O 1.1 01/,....] :
: : 0
0 0 1

les n vecteurs de la base canonique de R™.

(4) L’objectif de cette question est de montrer que Mp est la matrice nulle.

]




(a) (Exemple) Vérifier que Mp est la matrice nulle, ot R est le polynome défini a la question
(1)(b).
(b) Montrer que pour tout k € {2,...,n}, B, = Ci'E,.

(c) En déduire qu'il existe un vecteur X € R™ tel que (X,CpX,...,C% ' X) soit une base
de R™.

(d) Montrer que Mpls;, = 0.
(e) Montrer que Mp est la matrice nulle.
(5) Soit A € R une valeur propre de Cp et X € R™ un vecteur propre associé.
(a) Montrer que MpX = P(\)X.
(b) En déduire que A est racine de P.
(6) Soit A € R tel que P(X\) = 0.
L1
(a) On suppose uniquement dans cette question (6)(a) qu'il existe X = [ : | € R” tel que

Iy

CpX = AX. Montrer que
Tpn—k = (a'n—k: + )\a'nfkul»l G LA o )‘k_la’n-—l 4 )\k) I

pour tout k€ {1,...,n—1}.
(b) Montrer que A est valeur propre de Cp et exhiber un vecteur propre associé.
(7) Soit k > 1 un entier. On considére Ay,. .., Ax des nombres réels tous distincts et ay, ...,
des entiers positifs ou nuls. Finalement, on définit le polynome S par S(X) = Hf’:l(X — A%,

(a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice compagnon Cg de S
soit diagonalisable.

(b) Lorsque n > 2, donner un exemple de matrice de taille n x n non diagonalisable.




