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Toutes les variables aléatoires de ce probléme sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q,A,P).
On rappelle que pour tout z réel, |z| désigne la partie entiére de z, c’est & dire le nombre entier relatif
|z| vérifiant |z| <z < |z| + 1.

Si A est un ensemble fini non vide, on note Card(A) le nombre d’éléments de A. Si A = (), on convient
que Card(A) = 0.

Pour les programmes en Python, on suppose importées :

e la bibliothéque numpy sous I’alias np,
e la bibliothéque numpy .random sous 1'alias rd,
e la bibliothéque matplotlib.pyplot sous l'alias plt.

Le mot FIN marque la fin de 1’énoncé.

Premiere partie

Soit f une densité de probabilité sur R, X une variable aléatoire réelle ayant f pour densité et F sa
fonction de répartition.

Soit (X;)ien+ un échantillon de X, c’est-a-dire une suite de variables aléatoires réelles mutuellement,
indépendantes, de méme loi que X.

Pour tout entier n > 1, on ordonne, pour chaque w € Q, le n-uplet (XI(W)7X2(LU): .. ,Xn(w)) en :

X(n,l)(w) S X(n,2)(w) Lo = X(n,n)(w)v
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et on admet que les applications X, ) ainsi définies sont des variables aléatoires réelles sur (€2, A, P).

Pour tous k,n entiers tels que 1 < k < n, la variable aléatoire X, x) donne la k-iéme valeur obtenue
en classant dans 'ordre croissant les valeurs prises par les n premicres X;.

On remarque en particulier que X, 1) = llil_igl (Xi) et Xinm) = max (Xi).
sSisn <t<n

1. Soit n € N*.

(a) Exprimer, a I'aide de F, la fonction de répartition Fi, ) de la variable aléatoire X(, ). En
déduire que X, ,) admet comme densité la fonction f, ) définie par :

Vz €R, finm(z)=nf(z)F(z)" .

b) Par une méthode similaire, montrer que X, ) admet comme densité f, 1) définie par :
(n,1) (n,1)

Vz €R, fuy(z)=nf(z)(l—F(z))" "

2. Soit z € R et soient n et k deux entiers tels que 1 < k < n.

Pour tout ¢ € N*, on note Y; ; la variable aléatoire indicatrice de I’événement [X; < z]. C’est a dire

Yiz':

3

{1 siX; <z

0 sinon

(a) Montrer que Y;, suit une loi de Bernoulli dont on précisera le parametre.

(b) Montrer 1’égalité entre les événements :

[X(n,k) S CL‘] = I:Z }/zz 2 k:| .
=1

¢) En déduire que la fonction de répartition Fi, ;) de la variable aléatoire X, ) est donnée par :
(n.k) (n,k)

VzeR, Fur(r)= Z (Z) F(2)'(1 — F(z))" "

=k

3. Pour tout triplet d’entiers (n,k,¢) tel que 0 < k < n et 0 < ¢ < n, on introduit les fonctions
polynomiales b, ¢ et a, définies respectivement par, pour tout z € R :

by sl(2) = (;L) AA—-2)""t et anx(z) = Z b e(2).
=k

On convient également que pour tout n € N*, la fonction b, ,, est identiquement nulle.
(a) Soient n € N* et £ € [1,n]. Montrer que pour tout z € R :

:z,i.’(z) = n(bn——l,t—l(z) = bn_l,g(Z)).

(b) Soient n € N* et k € [1,n]. Déduire de la question précédente une expression de a;,; en
fonction de I'une des fonctions b, , avec m et £ & déterminer en fonction de n et k.

(c) Soient n € N* et k € [1,n]. Montrer que la variable aléatoire X(,x) admet comme densité
fn,x) définie par :

V€ R, f(n,k) (:II) = ’IZ(Z: i)f(m)F(x)k—l(l o F(:E))n_k,
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4. Soit z un réel tel que 0 < F(z) < 1.
(a) Soient a € |F(z),1[ et € > 0 tel que @ — F(z) > e.
Montrer que pour tout entier n suffisamment grand, on a l'inclusion d’événements :

3 Vi 2 LanJ] = [ > } ,

1 n
E;K’”’_F(x)

et en déduire que :
lim F‘(n,[anj)(x) =1,
n—oo

(b) Soient o €0, F(z)[ et € > 0 tel que F(z) — a > &.
Montrer que pour tout n € N* :

[zn: ) Lomj} D [

<E},

5. On suppose pour cette question qu’il existe un intervalle ouvert I =|a, b[, avec éventuellement
a = —oo ou b = +00, tel que f est continue sur I, f(z) > 0 pour tout =z € I et f(z) = 0 pour tout
zeR\ I

(a) Montrer que la fonction de répartition associée F' établit une bijection entre les intervalles 1
et |0, 1[.

(b) On note F~! la bijection réciproque de la fonction F restreint & I et on fixe a €]0, 1.
Montrer que la suite de variables aléatoires (X, |an J)) converge en loi vers une variable aléa-
toire certaine égale & F~'(a).

(c) En déduire que la suite de variables aléatoires (X |an))) converge en probabilité vers une
variable aléatoire certaine égale & de F~'(a).

l Zx,z - F(l‘)
n i1

et en déduire que :
nh—)IEo ﬂrz,[art])(z) = 1.

6. Dans cette question, on souhaite écrire une fonction Python d’en-téte def tri(T): permettant
de trier dans l'ordre croissant les valeurs d’un tableau unidimensionnel T (de type numpy.array)
sans utiliser de fonction de tri prédéfinie dans Python.

Pour cela, on utilise un algorithme de tri appelé tri par insertion et défini de la facon suivante :

— On agit sur les coefficients du tableau T, que I'on suppose numérotés de 0 a s — 1.

— Pour chaque k£ compris entre 1 et s — 1, avant 'étape k les coefficients numérotés 0 a k — 1 de
T ont déja été classés dans I'ordre croissant, les coefficients suivants étant inchangés. L’étape
k consiste alors a insérer la valeur x du coefficient numéroté k de T en bonne position parmi
les k + 1 premiers coefficients de T afin qu’a 'issue de 'étape k les coefficients numérotés 0 a
k de T soient classés dans 'ordre croissant, les coefficients suivants étant inchangés.

Par exemple en partant du tableau T dont le contenu est [38 28 35 24 31 15], les étapes de
I’algorithme de tri par insertion donnent successivement :

[38 28 35 24 31 15]
[28 38 35 24 31 15]
[28 35 38 24 31 15]
[24 28 35 38 31 15]
[24 28 31 35 38 15]
[15 24 28 31 35 38]
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Le tri doit étre <en place >, c’est a dire que le tableau se retrouve trié¢ en fin de fonction au lieu

de retourner un autre tableau, version triée du premier.

Ecrire la fonction tri demandée en mettant en ccuvre l'algorithme de tri par insertion décrit

ci-dessus.

On écrit le programme Python suivant a la suite de la fonction tri :

W00~ U N =~

def ech(n):
* kKKK
def X(n,k):
res = ech(n)
* ok kKK
n = 2000 ; na = 20
A = np.linspace(0.01, 0.99, na)
B = np.zeros(na)
for k in range(na):
a = Alk]
B[k] = X(n, int(np.floor(a*n)))
pit.plot(A, B, “zk")
plt.show ()

La fonction ech, que 1’on suppose déja écrite pour les trois questions suivantes (a, b et ¢), renvoie,
sous la forme d’un tableau unidimensionnel de longueur n, une réalisation du n-uplet de variables

aléatoires (X1, Xo, ...

(a)

(b)

(c)
(d)

s Xn)-

Compléter la fonction X afin qu’elle renvoie une réalisation de la variable aléatoire Xy )
lorsqu’on lui fournit en entrée deux entiers de type Python int n et k tels que 1 <k < n.
On pourra utiliser la fonction tri.

En exécutant le programme, on obtient 'affichage suivant :

6.0 1 X
5.5 1 X

501 X

4.5 X

4.0 1 %

254 X

309

2.5 X

204 X

T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A quoi correspondent les points affichés sur cette représentation graphique ?

Utiliser la représentation graphique pour déterminer la loi commune des X; simulées par la
fonction ech.

Compléter le corps de la fonction ech par une ou plusieurs lignes de code pour que le script
produise une représentation graphique de valeurs simulées proche de la représentation gra-
phique ci-dessus.
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Deuxieme partie

On s’intéresse dans cette partie au cas ou (X;);en+ est une famille de variables aléatoires mutuellement
indépendantes suivant toutes la méme loi exponentielle £()), avec A € ]0, +o0].

8. Soit n € N* fixé.
(a) On note (11,...,T,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles
que :
pour tout i € [1,n], T; suit la loi exponentielle £ ((n —i+ 1))\)‘
Pour tout k € [1,n], on note de plus Sy =Ty + - - + Tj.
Montrer par récurrence sur k € [1,n] que la variable aléatoire Sy suit la loi de densité g,
définie par :
-1
n(n )/\e—A(n—k+l)z(1 el g s,

Ve €R, gni(z) = h—d

0 siz<0.

(b) Soit k € [1,n].
Vérifier que Sy suit la méme loi que X, ) lorsque les X; suivent toutes la loi £()).

9. Soit (n, k) un couple d’entiers tel que 1 < k < n.
Montrer que X, ) admet une espérance et une variance données par :
k k
1 1 1
E(Xmp) = < et VYV Xtr) = — ——
(n) )\g —z—i—l (Xinw) )\2;(71—1—1-1)2

=1

10. (a) Montrer que pour tout entier j > 1 et tout = € [j,7 + 1}, on a :

2
_2.

gx=-te
T

L] =

(b) En déduire 'encadrement, pour (n,k) € N* tel que 1 <k <n :
1 n+1 1 n+1 2 i 1
Sl 2T ) <E(Xpp) < <o 02 ) 4+ 2 - .
A“(n—k+1)—E( (’k))_)\n(nwk+l>+)\<n—k+l n+1)

(¢) Montrer que pour tout « €]0,1] :

1
lim E(X(n UmJ)) —X hl(l ——O!).

n—oeo
11. Montrer que pour tout a €]0,1] :
lim V(X(n LanJ)) 0.

n—ro0
12. (a) Soit € > 0. Montrer que :

*(

1
Xn,lon]) + 3 In(1—a)

1 1 a
Z 5) < ? E ((X(n,l_anj) + Xln(l _ a)) ) .
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(b) En déduire que la suite de variables aléatoires (X(n’L(mJ)) converge en probabilité vers une
1
variable aléatoire certaine égale a X In(1 — a).

13. Quelle question de la partie 1 permet de retrouver le résultat précédent ?

14. On souhaite estimer la valeur du parametre A a I'aide de 1'observation de I’échantillon (X;);en«.
Pour cela on introduit pour tout m € N* et ¢ € |0, o0/, la variable aléatoire :

~ Card({i € [1,m], X; > t}) +1

N m

Vm,t

(a) Montrer que pour tout ¢ €]0,+o0[, la suite de variables aléatoires (V,)men+ converge en
probabilité vers une constante que 1’'on précisera.

(b) Soient £ € R}, m € N* et ¢t €]0, +o0o[. Montrer que :

P(|—In (Vi) — Xt| <€) 2 P(|Vie — e < e(1—€7))
En déduire que la suite de variables aléatoires (—In (V;,+))men+ converge en probabilité vers
une constante que ’on précisera.

(c) On fixe deux réels t; et iy tels que 0 <t < ts.
Pour tout m € N*, on pose :

W, — 1 ln(Card({z’ € [l,m], X;>t}) + 1)

to — 1y Card({z = ﬂl,m]}, X; > tg}) +1

Montrer que W, est un estimateur convergent de A.

Troisieme partie
15. On admet pour cette question le théoréme suivant :
Théoréme : Soit n € N* fixé.

Il eziste une famille (1,1, ...,T, ) de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que :
— Pour tout i € [1,n], la variable aléatoire T,,; suit la loi exponentielle £ ((n—i+1)A);

— Pour tout k € [1,n], on a Xppy =Tn1+ -+ Tk

En quoi ce théoréme donne-t-il un résultat plus fort que ce qui a été prouvé en question 8b?

$okokok

Le but de cette partie est de démontrer ce théoréme dans le cas ou1 n = 2.
Soit ¢ €10, 1[ et soit p =1 —gq.
On dit qu’une variable aléatoire Z & valeurs dans N suit la loi £(q) si :

VkeN, P(Z=k)=pq".

16. On suppose que Z suit la loi £(q). Donner la valeur de I’espérance et de la variance de Z. Déterminer
P(Z > ¢) pour tout £ € N.

17. Soit n € N* et soit (Z;, ..., Z,) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes de
loi L(gq).
On pose U,, = min(Zy, ..., Z,).
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(a) Calculer P(U, > ¢) pour tout ¢ € N.
(b) En déduire que U, suit une loi £(r) pour un certain parametre r a déterminer.

18. Soient Z;, Z» deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi £(g). Soient k;, k, deux entiers
naturels. Montrer que :

2ky ka2

P([Z: > k)N [Z, — Z, > k'z]) = L(I q

1+¢q

19. Soient X, X, deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle £(A).
Soient z,y deux réels positifs ou nuls.

(a) Soit m un entier naturel non nul. On pose Z; = |[mX; | et Zy = [mX,|.
Montrer que les variables aléatoires Z; et Z, suivent toutes les deux la loi £(g), ol ¢ est un

parametre que ’on précisera.

(b) On conserve les notations de la question précédente et on pose de plus
ki = |[mx] et ko = [my].
Montrer les inclusions entre événements :

[Zl = k1+1] - [Xl >IL'] C [Zl > kl],

[Z2—Z12k2+2]c[Xz—X1>y]C[Z2_Z12k2]

(¢) En déduire ’encadrement :

1 ~palmeldl o lwyli2 1 —oalmal _5lmyl
m—;e m e m SP([X1>.’E]Q[X2—X1>y])S1_‘_e—_A/me m e m

(d) Montrer que :

1
P(X1>2z]N[Xs — X1 >y]) = 5 "

20. Soient X, X» deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle £().
On note X1y et X(y) les variables aléatoires notées précédemment X (3 1) et X(29).
Autrement dit pour tout w € €2, si X;(w) < X3(w), alors X(1)(w) = X;(w) et Xg)(w) = X(w), et
dans le cas contraire X(;)(w) = Xp(w) et X(9)(w) = X;(w).
(a) Montrer que P(X; = X;) = 0. En déduire que les variables aléatoires X1y et X () — X(;) sont
presque-stirement a valeurs strictement positives.

(b) Montrer que pour tous réels positifs = et y :
P([X(l) > SC] i [X(g) e X(l) > y]) = 2P([X1 > .’13] n [XQ - X > y])
(c) Montrer que les variables aléatoires T} = Xy et T, = X(3) — X(1y sont indépendantes, de loi

respective £(2A) et £(A).
Conclure quant a I'objectif de cette partie.

FIN
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Notations

Dans tout le texte, on adopte les notations suivantes :
- Si A est un ensemble fini non vide, on note #A le nombre d’éléments de A. Si A = (), on convient que
#A=0.
- Pour tout n € N*, on note I, la matrice identité de M, (R).
Pour tout (n,m) € N* x N* et tout (7,7) € [1;n] x [1;m] le coefficient sur la i-éme ligne et la j-éme
colonne d’une matrice A € M, ,,(R) est noté A; ;.

- La transposée d’une matrice A est notée ‘A. Lorsque A = [a] € M;(R), on a € R, on identifie A au
réel a. Si U € My 1(R), n € N*, on note [|U]| sa norme euclidienne associée au produit scalaire
canonique, c’est-a-dire

Iv)? ="vu.

Si X est une variable aléatoire réelle, on note E(X) son espérance et V(X) sa variance, si elles existent.

Pour tout n € N*, on note &, I'ensemble des matrices orthogonales de M, (R) (on rappelle qu'une
matrice Q € M,(R) est orthogonale si ‘QQ = I,).

- Pour tout n € N, R, [z] désigne I'espace des polynémes a coefficients dans R de degré inférieur ou égal
an.
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o 1 sii=k,
- Pour tous i € N et k € N, §;, désigne le symbole de Kronecker défini par : d;; = { 0 : z £k

- On note dans tout le probléme ||z| la norme d’un vecteur z, la nature du vecteur entre les doubles
barres suffisant a préciser de quelle norme il s’agit.

Pour tout n € N*, on adopte les deux définitions suivantes tout au long de I’énoncé :
- On dit qu'une matrice P € M, (R) est une matrice de permutation s’il existe une bijection o de
[1;n] dans [1;n] telle que V(i, 5) € [1;n]?, Pij = 8i.0(j)-
- On dit qu’une matrice est de Hadamard si elle est carrée, si tous ses coefficients appartiennent a
{—1,1} et si ses vecteurs colonnes sont deux a deuz orthogonaux.

L’énoncé comporte trois parties essentiellement indépendantes.

Le mot FIN marque la fin de I’énoncé.

Partie I : existence des matrices de Hadamard.

Soit n € N tel que n > 2.
On suppose dans toute cette partie I qu’il existe une matrice de Hadamard H € M,(R). On note
€1, " ,Cn € Mp1(R) ses vecteurs colonnes et £y, , £, € My n(R) ses vecteurs lignes.

1. Soit P € M,(R) une matrice de permutation. Montrer que P est orthogonale et que *P est aussi
une matrice de permutation.

2. Soit Q € My (R). Montrer I'équivalence suivante

Q est une matrice de Hadamard < 'QQ = nl, et V(i, j) € [1;n]? fJ =1.

3. Montrer que ‘H est une matrice de Hadamard.

4. Soit D € M,(R) une matrice diagonale ne comportant que les valeurs —1 et 1 sur sa diagonale
et P € M, (R) une matrice de permutation. Montrer que PH, DH, HP et HD sont toutes des
matrices de Hadamard.

5. En déduire qu’il existe une matrice de Hadamard de taille n x n dont la premiére ligne est (1,---,1).
6. En déduire que n est pair.
7. Soit S € My (R) une matrice de Hadamard telle que Vj € [1;n], S1; = 1. Montrer que

n
Y(i,m) € [2;n]* tels que i #m Z(S,-,k +1)(Spmi + 1) = n.
k=1
8. En déduire que soit n = 2 soit n est un multiple de 4.

9. Dans le cas oi n > 2, montrer qu’il existe une matrice de Hadamard de taille n x n dont les trois
premiéres lignes sont de la forme

¥ - % 1 1 U QR |
f s ) 1 1 S e Sl ] o e od
1 1

! | |
R |
= EPTOR, Uy ) SEPSVEEE SN T SN, |
l l l

(on ne demande pas dans cette question de montrer que les quatre blocs verticaux comportent le
méme nombre de colonnes).

Indication : on peut observer que la permutation de certaines colonnes (ou la multiplication par
—1 de certaines colonnes) dans une matrice de Hadamard donne encore une matrice de Hadamard,
d’apres la question 4 ci-dessus.
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10. Montrer que les quatre blocs de la matrice de Hadamard de la question précédente comportent le
méme nombre de colonnes et en déduire a nouveau que n est nécessairement divisible par 4.

11. Pour toutes matrices A € M,(R) et B € Mg(R) ot n > 1 et k > 1, on note A ® B la matrice
appartenant a My, (R) définie bloc par bloc comme suit

A1’1B veo Al’nB
A1B --- Ay.B
Ap1B -+ ApnB

(ainsi, chacun des blocs A; ;B est de taille k x k).
Montrer que si A et B sont des matrices de Hadamard, alors A ® B 'est aussi.

12. Montrer que pour tout m € N*, il existe une matrice de Hadamard dans Mam (R).

13. La fonction test_hadamard() ci-dessous est écrite en PYTHON. Elle est incompléte et a comme
parametre d’entrée une matrice M de coefficients entiers représentée par un tableau bidimensionnel
(de type array)
Compléter les parties soulignées en pointillé afin que la fonction test_hadamard ()

- renvoie la valeur —2 si la matrice M n’est pas carrée,

- renvoie la valeur —1 si la matrice M est carrée mais au moins 'un de ses coefficients n’appartient
pas a {—1,1},

- renvoie la valeur 0 si la matrice M est carrée et ses coefficients appartiennent tous a {—1,1}
mais M n’est pas une matrice de Hadamard,

- renvoie la valeur 1 si M est une matrice de Hadamard.

On reproduira sur la copie le programme apreés l'avoir complété.

import numpy as np
def test_hadamard(M):
n, p = np.shape (M)
s & A :
else:
for i in range(0, ____):
for j in range(0, _____
if =1
return -1
for j in range(0, ______ Yz
for k in range(______
if np.dot( _ ) !=0:
return O

return 1

14. On voudrait maintenant écrire en PYTHON une fonction rand_hadam() qui cherche une matrice
de Hadamard dont les coefficients de la premiere ligne sont tous égaux & 1 (ainsi, chacune des autres
lignes comporte autant de 1 que de —1) et de taille 4mx4m ot m est un entier donné en parameétre.
Cette fonction a aussi un autre parameétre d’entrée Nmax désignant le nombre maximal de matrices
a tester. On procede comme suit :

(a) On construit aléatoirement une matrice ne contenant que des —1 et 1 comme coefficients de la
maniere suivante : pour chaque ligne (& partir de la deuxiéme ligne), on choisit successivement
et aléatoirement les coefficients dans I’ensemble {—1, 1} jusqu’a ce que le nombre de la valeur
1 ou le nombre de la valeur —1 dans la ligne atteint n/2 = 2m. Si le nombre de coefficients
égaux & 1 (respectivement —1) dans la ligne atteint n/2, on attribue a tous les coefficients
restants de la ligne la valeur —1 (respectivement +1).
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(b) En utilisant la fonction test_hadamard() on teste si la matrice ainsi construite est de Hada-
mard. Si oui, la fonction renvoie cette matrice. Sinon, on refait la construction d’une matrice
de la méme maniére que dans (a) et cela autant de fois que nécessaire jusqu’a l'obtention d’une
matrice de Hadamard, sans toutefois dépasser un nombre maximal de matrices testées désigné
ici par Nmax. Si ce nombre maximal est atteint sans trouver une matrice de Hadamard, la

fonction rand_hadam() renvoie la matrice nulle de taille 4mx4m.

Compléter les parties soulignées en pointillé de la fonction rand_hadam() ci-dessous. On reproduira

sur la copie le programme aprés Uavoir complété (sans les commentaires).

import numpy.random as rd
def rand_hadam(m, Nmax):
n = 4*m
for tst in range(0, Nmax):
matpm = np.ones((n, n), dtype = int)

for i in range(_______ , 1)

nb_un = 0

j=0

while 2*nb_un < n and -
val = rd.randint(0,2)
nb un += ____
matpm[i, j] = 2%val - 1
M mdedbale -

if (2%nb_un == n):
for k in range(j, n):

matpm[i, k] = _____
if (test_hadamard(matpm) == 1):
return

return np.zeros((n, n), dtype = int)

Partie II : variables aléatoires deux a deux indépendantes sur un espace probabilisé

fini.

Soit (€2, P(2),IP) un espace probabilisé ou £ désigne un univers fini, P(Q2) I'ensemble des parties de € et
P une probabilité. On pose Q2 = {w,--- ,w,} ou entier n, n > 2, désigne ici et dans la suite de cette

partie le nombre d’éléments de 2. On suppose que P(A) # 0 pour tout A C € non vide et on pose

Vie[l;n]  pi =P({wi}).

Toutes les variables aléatoires considérées dans la suite de cette partie II sont définies sur cet espace

probabilisé. On suppose qu’il existe un entier naturel £ > 2 et des variables aléatoires réelles Z;, - - -

vérifiant les deux propriétés suivantes

— Y(i,5) € [1;€]* avec i # j, Z; et Zj sont indépendantes
(autrement dit, Z1,--- , Z; sont deux a deux indépendantes),

— Vie [0, #2:(9) > 2.

Pour tout 7 € [1;£], on pose z; = (Z;(w1), -+ , Zi(wn)) € R
Dans toute la suite, pour tous vecteurs u = (u1,- -+ ,uy) € R" et v = (v1,--- ,v,) € R" on note

n
(u; v) = Zpkukvk.
k=1

On pose dans la suite ug = (1,---,1) € R™.
15. Montrer que 'application (z,y) € R" x R" — (z; y) est un produit scalaire sur R".
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16. Soit i € [1;£]. Montrer qu'il existe un et un seul couple (a;,b;) € R} x R vérifiant
]E(a,-Zi + bi) =0et V(aiZ,- 4 b,;) — 8

Dans la suite de cette partie, on pose pour tout i € [1;4] : X; = a;Z; + b; et
z; = (Xi(w1),- -+ , Xi(wn)) € R™, ou le couple (a;, b;) est celui de la question 16.

17. Soient V et W deux variables aléatoires réelles sur ).
On pose v = (V(wy), -+ ,V(wyn)) € R™, w = (W(w1),--- , W(wpn)) € R". Montrer que

E(V)= (v; wp) et E(VW)= (v; w).
18. En déduire les relations pour tout (i,7) € [1;4]° tels que i # j

(xi; ug) =0 s e ay)=1 et (ri; ;) =0

19. En déduire que
3<l+1<n.

20. Soit Z une variable aléatoire réelle d’espérance nulle. On pose z = (Z(w1),--- , Z(wy)) € R™.
On suppose que Z(2) = {a1, - ,am} oum = #Z(Q) > 2.
(a) Montrer qu’il existe des m réels 1, -- , B non tous nuls tels que

Y P(Z=oap)f=0et Y P(Z=ap)af =0

k=1 k=1

(b) Montrer que I'application T' : Q € Ry—1[z] = (Q(a), - , Q(aum)) € R™ est un isomorphisme
de R,,_1[z] dans R™.

(c) En déduire qu’il existe un polynéme @ de degré inférieur ou égal a m — 1 tel que
E(Q(2)) =0, E(Q(2)Z) =0, et Q(Z2)(?) # {0}
21. On pose r = #{i € [1,€] | #X:(Q) > 2}.

(a) Montrer que

(b) En déduire que

22. On suppose de plus dans cette question que £ = n — 1 (on rappelle que nécessairement n > 3). On
considere la matrice carrée réelle M de taille n X n dont les coefficients sont définis par

V(i,j) € [Lin—1] x [1;n]  M;; = X;(w;) et My; =1,

On considére aussi la matrice diagonale D € M, (R) définie par Vi € [1;n] D;; = /p;.
(a) Montrer que : Vi € [1;n —1] #X;(Q)=2.
(b) Soit i € [1;n —1].
Soient a; et §; deux réels tels que X;(Q) = {a, Bi} et a; > f; et soit §; €]0, 1] tel que
P(X,; — ai) =0; et P(Xi = ,B,) =1-6,.

Montrer les deux relations :
1-—6; 1
’ ﬁi | ——

oy = ————
9-,‘ Q;

(¢) Montrer que la matrice M D est orthogonale.
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1
(d) Soit Y la variable aléatoire définie par Vj € [1;n] Y (w;) = - Montrer que
j

n—1
Y=1+)Y X}
k=1
(e) En déduire que pour tout i € [1;n — 1]
n
E(X}) = Xi(w)-
k=1
(f) On reprend les notations de la question 22b et on pose
Vi€ [1;n—1] m; = #{k € [1,n] | Xi(wk) = a;}.
Montrer que les trois affirmations suivantes sont nécessairement vraies :
n—m;—1 m; — 1

et 0; =

(A1) pour tout i € [I;n—1], a4 = o =%

(A2) n >4,
(A3) 2< m; < n—-2,

(g) On suppose dans cette question que pour tout i € [1;n] p; = %
Montrer les deux assertions suivantes :
(a) n est nécessairement pair et 6; = 1/2.
(b) M est une matrice de Hadamard.

Partie III : deux propriétés des matrices de Hadamard

Soit n > 3 un entier naturel. On considére la fonction

Mp(R) — R
F:q9 4 s 30 S T Al
=1 j=1

Pour toute matrice A € M, (R), on note S(A) la matrice appartenant & M, (R) définie par
V(i j) € [Lin]?  S(A)i; = sgn(4iy)

ou sgn est la fonction signe définie par : sgn(z) = 1si > 0 et sgn(z) = —1 si z < 0.
On consideére le produit scalaire (.; .) défini sur M,,(R) par :

VA, B € M,(R), (4; B) ZZA,JBW
=1 j=1

ainsi que la norme associée ||.|| définie par

VA€ Mu(R), [|All = V(4 A) = | A%,

i=1 j=1

On note ¢ l'application définie

o R™ - Mqn(R)
. (3717 cee $n2 - [ m(z_l)n,-f-j ](i,j)Ell;nlz

2 - . - . - -
R™ est un espace euclidien muni du produit scalaire canonique.
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23.

24.
25.

Montrer que ¢ est une application linéaire de R™ dans M, (R) et que

2
vz € R, [lp(z)| = [|=]-

Montrer que pour tout A € My(R), on a ||A]|* = Tr(*AA).
Montrer que pour tout A € M, (R), on a
- e 1/2 . 1/2
D24 <FA<n(3 > 4] - (1)
i=1 \j=1 i=1 j=1

On pose JH, = {z € R™ | o(z) € 6,}. Montrer que #;, est un fermé borné de R™.

26.
27. Montrer que
Ve € R™,Vy € R, |F(p(2)) - F(¢))| < nllz — y].

28. En déduire que F' admet un minimum global et un maximum global (atteints) sur &,.
Dans toute la suite, on note M,, (respectivement M,’) la valeur minimale (respectivement maximale) de
F sur O, :

M, = min F(Q), M = max F(Q).

29. Montrer que M, = n.

30. Trouver toutes les matrices Q € €, qui vérifient F(Q) = n.

31. Montrer que pour toute matrice Q € €, on a :

32.

33.
34.

35.

vn 1 2
F(Q) =nv/n - T“Q = ﬁS(Q)” »
En déduire que M," < ny/n.
Montrer que I’égalité est réalisée si et seulement s’il existe au moins une matrice de Hadamard dans
My(R). :
En déduire que si n n’est pas un multiple de 4 alors M,I < ny/n.
On suppose dans cette question que n = 3. Pour tous réels a et 3 on pose

a B pB
UaB)=|8 o —B
-8 B —a
Trouver tous les couples (a, 3) pour lesquels U(e, ) € €3 et en déduire un encadrement de M;"
(on note que 3v/3 ~ 5,196152).
On suppose dans cette question que n est pair.
(a) Soit z = (z1,--- ,zn) et y = (y1," - ,Yn) deux vecteurs de R"
tels que Vi € [1;n] |z;| = |yi| = 1 et (z; y) # 0. Montrer que |{z; y)| > 2.
(b) Soit z, y, u et v quatre vecteurs de R™. Montrer que

l{z; y) — (u; v)| < V2(llylPllz — | + [[ul?lly — o]?).
(c) Soit Q € O, telle que S(Q) n’est pas de Hadamard. Montrer que

1 5. 2
10~ Z=S@I?> 7.

(d) En déduire que s’il n’existe aucune matrice de Hadamard dans M, (R), alors
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