E.N.S.A.E 2021

Mathématiques
Planche N°5

Ce sujet est composé de deux exercices.
Le candidat doit les traiter tous les deux puis les exposer dans l’ordre de son choix.

Exercice 1

Soit x € Ry et a € Ry, on pose :

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale dans les questions 1)2)3)
1. Montrer que l'intégrale f(z) est convergente.
2. Soient z,y € Ry tels que z < y.
Y

Montrer que 0 < f(z) — f(y) < %x

3. (a) En utilisant un argument de concavité, montrer que :
Ve eR, , VteRy , 2Vzet <z + €

(b) Montrer que f réalise une bijection continue et strictement décroissante de Ry sur |0, 1].

4. Calculer cette intégrale en effectuant le changement de variable u = x + €.

Exercice 2

On note p un réel de ]0,1[ et g =1 — p.
On dit qu’une variable X suit la loi de Rademacher de paramétre p si X () = {—1,1} et si :

On note X — R(p).
Dans tout l'exercice, on considére une suite (Xj)gen de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Rademacher

de paramétre p.
1. Calculer E(X}) et Var(Xy).

2. Pour tout entier naturel n, on définit la variable aléatoire T, :
n
T, =[] X«
k=0

(a) Calculer E(T,).
(b) En déduire la loi de Ty,.

3. Soit K une variable aléatoire indépendante des X}, et suivant la loi de Poisson de paramétre A (A > 0).
On pose, pour tout w de  :

K(w)
Tw) =[] ()
k=0

On admet que T est une variable aléatoire.
(a) Calculer E(T).
(b) Donner la loi de T'.



E.N.S.A.E 2021

Mathématiques
Planche N°55

Ce sujet est composé de deux exercices.
Le candidat doit les traiter tous les deux puis les exposer dans l’ordre de son choix.

Exercice 1

Soient (ug)ren et (ux)ren deux suites réelles telles que :

k
k
VkeN, ug :Z (Z)vl
=0
Soit n € N.
1. Déterminer une matrice P € M,,11(R) telle qu’on ait I’égalité matricielle :

(uo -+ up) = (v - V) P.

On donnera explicitement, pour tout (i,j) € [1,n 4 1]2, I'expression du terme p; ; situé sur la i™° ligne et la j°™°

colonne de la matrice P.
2. Ecrire un programme Scilab qui demande un entier n, puis construit et affiche la matrice P. On note R, [X] Iespace
vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & n et B sa base canonique.

3. On note ¢ endomorphisme de R, [X] défini par ¢(Q)(X) = Q(X +1).
(a) Montrer que ¢ est bijectif et déterminer son inverse.
(b) En déduire que P est inversible et calculer son inverse.
(¢) En déduire 'expression de v, en fonction des u; pour i € [0, n].
4. Pour tout n € N* on note d,, le nombre de permutations sans point fixe de [1,n] (i.e. de permutations o de [1,n]
telles que : Vi € [1,n] , o(i) # 1) et on pose dy = 1.
n
(a) Montrer que Vn € N | Z (i)di =nl

i=0
(b) En déduire pour tout n € N, l'expression de d,, en fonction de n.

Exercice 2
Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0.
Yo=0
On pose :
YneN* YV, =X(X-1)---(X—-n+1)
1. Ecrire une fonction en Scilab, d’arguments n et lambda, qui renvoie une réalisation de Y,,.
2. Montrer que Y,, admet une espérance et vérifier que E(Y,,) = A™.
3. Calculer cov(X,Y,).
4. En déduire que Var(Y,,) > n2\2"~1,



