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Exercicen®1

. La dérivée de
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1 Inx
Lim xX= Lim e X =0
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est égale a
1+x
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10. On obtient les valeurs - 1 et §

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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Exercicen® 2

1
1 € x- 13 u
O Aire=pf (X)dx- a:é(x—1)+axu _a=i
~ 3 e
0 e Ho

® On pose y =(x- ])2 +a- In x. La dérivée est du signe de 2x2 - 2x- 1.

+J3

. . 1 L
La fonction admet un minimum pour x = — Elle est décroissante avant cette valeur,

puis croissante.

Si f (1+£/§) > 0, I'équation n’admet pas de solution.

Si f(1+2J§) =0 (c'est-a-dire a= Im1+£/§)- (4_ iﬁ), 'équation admet une seule
solution.

Sif (1+£/§) <0, I'équation admet deux solutions.

® Le graphe de f et le graphe de la fonction logarithme népérien ont

deux points d’intersection d’abscisse 1 et a (que I'on ne cherchera pas a calculer).
L’aire est égale a :

3
@-9”

=alna -a - 1

, a
a é -p3u
an x- (x- D?)dx = &xln x - x- -V

1 8 S i



Exercicen® 3

@ Lafonction f est strictement croissante sur R.

f'(x)=a+be™>0

@ Comme f est continue et strictement croissante de R dans R,
d’'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation admet une unique solution

gue 'on notera a .

Par ailleurs f(-n) =-na+e ",

Sia>2, alors al J- 10[. Etsi ;1>a>i,alors al ] n+1-n[ (n>0)
€ (n- De"" ne"
1 62 1,0 a b1
® of (dx=@—+-e™g =2+
0 82 b g 2 b

® On suppose dans cette question que a <0 .

f'(x):a+ beP*. Cette fonction s'annule pour une certaine

1 0 ) .
valeur =— Inca;e—ag. La fonction f est strictement
b ébg

décroissante sur ] ¥ ,d[ et strictement croissante sur ]d,+¥[

- . 1 5
Le minimum de f est atteint pour x :Blngejg et la valeur du
e

%)
.. , N a ap a
minimum est égale & : —In&—2- =
b ébgb

Ilfautgnge—ag- E<0,d’0L‘1 a<-be
b ébgob



Exercicen®° 4

@ Exprimer Max(u,v) = (U- V), +Vv

(2 u@®) =t2 +1, donc F(t) :Max{z, t2 +1}
v(t)

F estdérivable sur R- {i]} En effet f0'| =21 fé @®=0

® Si | =0, G(t) =Max{2,} =2 et G est dérivable.

Sil10,et=2 implique t :Ir|1_2_ G est dérivable sur R- 1";_2§
|

PROBLEME

Soit la fonction f définie sur I'ensemble des nombres réels par :
f(x) =x? In(1+ x?)

@ f est une fonction paire, il suffit donc de faire I'étude sur 'ensemble

des nombres réels positifs. Son graphe est alors symétrique par rapport a I'axe des
3
ordonnées. La dérivée de f est f (X)=2xIn(1+ x2)+

, expression qui est
1+X

toujours positive. f est donc strictement croissante sur R*. Le graphe de f a la forme

de celui de la parabole d’équation y= x*, mais avec des branches paraboliques plus
verticales.

A f(x)=g(xX) 0 x*(n(1+x%)-1)=00 x=0ou x=+e-1. Il y a donc
deux points d’intersection entre les graphes de f et g.



® Le calcul de I'intégrale se fait dans un premier temps par parties.
On pose u =x%etv =In(1+ x2) . On obtient :

éx3 o 21 x4 n2 2 1y4
| =a—In(1+xX)a - <o i =—=- =73, 00 J = o——0X.
g3 B, 30l+X 3 3 01+ X

i L X 1.2 ex3 ¢ p
Par ailleurs, J = @—dez X4 - 1+ z)dX= & x+ Arctgxg =- <+E
0l+x 0 1+X 83 B 3 4
Par conséquent | _nz. 4 p
3 9 6

L'aire comprise entre le graphe de f, le graphe de g et les droites verticales

) : ) L In2 1 p
d’équation x =0 et x =1 est égale a o(g(x)- f(x))dx :T+§_ s
0

t t
@ Ona §f(x)-g(x)dx3 t?yIn(1+x?)- Ddx et Limj (t) = +¥ .
0 0 t® +¥
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DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Corrigé

Exercice 1 |

1) |cosX £1, donc - 1£ a, £1. Par conséquent 0< a; < 1 d'oli 0 < a, < 1 pour n = 3.

2) Comme lafonction cos x est strictement décroissante sur I'intervale [0, 1], S a, < @+ dors g <
a1 Ladérivée de cos x est supérieurea-1 sur I'intervale [0, 1], donc S a, < a,+; dlorson acos a, -
COS @41 < @41 - & Ceci montre que &, < a2 < a+1. Delaméme fagon, on montre que s &, > a1,
aAorsa, > a2 > a1

3) On en déduit que, soit la suite (&) est croissante et majorée et la suite (apn+1) €st décroissante et
minorée, soit vice versa. Donc les deux suites (ap,) €t (agn+1) SOnt convergentes.

D’ gores le théoreme des vaeurs intermédiaires a1 - an+2| = [COS @, - COS a1| = SiNK |a, - a.+1| pour un
certain k dans (0, 1). Maissink < sin 1 < 0.9. Donc les suites (ag,) €t (an+1) COnvergent verslaméme
limite.

4) Notons h cette limite. Alors h = cos h. Mais comme cos X is strictement décroissante sur I'intervale [0,
1], et comme lafonction identité x — x ext strictement croissante sur le méme intervale [0, 1], les deux
fonctions ont un seul point d'intersection sur cet intervale. Donc lalimite h et I’ unique point de (0, 1) qui
vérifieh = cosh.

Exercice2 I

1°) Module et argument de z
On peut écrire

2 = [28n(] /2)<:os,1E +i(1-1+25ir}2]E]/2

_ ) gl
= §n—[ cos — +ign—
2[ 2 2)]

Discutons suivant lesvdeursdej Iesignedesin%

* g j =0 aorsz=0.



] ]

* 9170, p[ dorszapour modulesinz et argument >

J J

*5j11]-p,0[ dorszapour module-s'nE et argument E+p

2°) Module et argument de (zi)

On vérifie de laméme maniere que

) J Pycyl P
Z-l =Ccos—| cos(—- — )+ an( — - —
2[ (2 2) n(2 2)]

CommecosJE> 0 pour toutj 1]0,p[, z— apour modulecosJE et argument JE P

2

De méme on véifie que i_: ithE qui a pour modulethE et argument % car thE >0
2-i

pour toutj T ]O,p[.
3°) Ensemble de points M lorsquej décrit 1 ]O,p[.

Soit M(2) un point de !’ ensemble.

Commeona: z- i :%[s'nj - i@+ cosj )] les coordonnées (x, y) de M(z) vérifient :

1. . 1 .
X=—9n| et y=-—(1+ cos
;9N ety 2( ] )

Donc x2 + (y+%)2 = % et par suite M appartient au cercle (C) de centre I (0, -%) et derayon %

Comme O£snj £1 et-1<cog <1, on en déduit que M décrit le demi-cercle de (C) prive des points
0(0, 0) et A(-1, 0).

* L'ensemble de points N

Les coordonnées x et yde N vérifient x=0 et y= tg]E avecj 110,p].
On en déduit que N décrit la demi-droite définie par x=0 et y>0 c'est-a-dire le demi-axe desy positifs

sans |’ origine.

Probleme |

Partie A

1.9 (x)=1- € <0pourtoutxi [0,+¥[, donc g est décroissante sur [0,+¥[. De plus, en utilisant la
factorisation pour x1 0

2 €0
90 =gl - 2
X X g

X

: e
ontrouveque lim g(x) =-¥ car lim — =+¥
X® +¥ X® +¥ X



2.8) Lafonction g est dérivable sur [0,+¥[, strictement décroissante. Elle définit donc une bijection de
[O,+¥ [ sur ] ¥ ,1] qui contient O, donc I'éguation g(x) = 0 admet une solution et une seule a  dans
[0,+¥].

b) Comme g(1,14) €0,0132 >0 et g(1,15) €-0,0082<0,0onal,l4< a <1,15

D'aprés le tableau de variations de g, g(x) > 0 pour x T [0,a[ et g(x)<Opourx T Ja ,+¥].

Partie B

1.8) Pour tout x appartenant a [O,+¥[ :

«Xt2-€e _ e'g(x)
(xe* +1)*  (xe* +1)?

f'(x)=e

b) Commee€ >0, lesignedef ‘(x) est celui de g(x) . Donc f est croissante sur [O,a[ et
décroissante sur ]a ,+¥[ :
2.8) Pour tout réd positif X,

e-1_ e'@-e*) _1-¢e*
xe*+1 e*(x+e*) x+e”

f(x)=

b) Comme lim e =0 onadonc lim f(x)=0
X® +¥ X® +¥

La courbe représentative de f admet donc une asymptote d'équation y = 0.

3aOna: g(@a)=00 e* =a +2.Enremplagant €* par a + 2dans|’ expression def(a ), on
obtient larelation demandée.

b) On en déduit :

1 1 1
< <

1l4<a <115P
115+1 a+1 114+1

ce qui fournit un encadrement def(a ) d'amplitude 107 : 0,46< f(a )<0,47
4. Une équation de la droite tangente al’ origineest y = x.

5. a) Pour tout x gppartenant al'intervale [O,+¥[

e -1- x%e - x_([@A+X(-xe*+e*-1])
xe* +1 xe* +1

f(x)- x=

b) u(x) = -xe*<0sur [O,+¥[ , donc u est décroissante sur [O,+¥[ . Comme u(0) =0, on adonc
u(x)= 0 sur [O,+¥[ .



c) Sur [0,+¥[, lesignedef(x)-x est cdlui deu(x) , donc lacourbe C est située aurdessous dela
droite (T).

6. On obtient la représentation graphique suivante:

PartieC

1. En remarquant que (€* )'= -€*, on trouve que pour tout x de [0,+¥[
F(X) =In(x +e¥)

2.9) Lafonction f est décroissante sur [n, n+1] puisque a <n des que n=2. Donc pour tout x de [n, n+1]
ona

f(n+) £ f(X)£ f(n)
d ou lardation demandée par intégration de cette inégdité entre n et n+1.
Pour tout n=2, on a:

fn+DEv, Ef(nN)e f(nN+2)£v,,, £ f(n+])

n+l

donc v,,, £ v, : lasuite (v,) est décroissante pour rn=2.

b) Comme |£@”j¥ f(n)= |!@n+1¥ f(n+1) =0, on en déduit que lasuite (v,) admet en + 8 une limite

nule
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Exercice

1. Notons z = a + ib, avec a € IR et b € IR, les solutions de 1’équation
22 =141, (0.1)
alors les réels a et b vérifient le systeme d’équations suivant
- =1 20° = 1+2
2ab =1 =<2 = V2-1
a2+ = V2 2ab = 1

Les réels a et b étant de meme signe, on en déduit les deux solutions z; et 2o de I'équation

(0.1) :
L ¢1+2\/§+Z.\/\/§2—1 e [VIEV2 VR 02)

23/4 23/4

Niva [ o1 ol Jixve V-1
72 = — g ¢ T:(\/é)/ {_\/23/4 —z\/23/4 } (0.3)

2. Représentation de z; et de 2z, : voir en fin d’exercice.




3. La forme exponentielle du nombre complexe 1+ est 1+i = /2 (cos(7/4) + isin(r/4)) =
((\/5)1/2 (s ))2; par conséquent le nombre complexe mis sous forme exponentielle (1/2)'/? (e'%)
est solution de I’équation (0.1), il est donc égal a I'une de deux solutions trouvées dans la
question 1. Comme la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe z; sont pos-
itives, z; a donc un argument compris entre 0 et 7/2, par conséquent z; = (v/2)'/? (e'%).
La forme exponentielle de z; et la relation (0.2) donne :

cos(m/8) = L+v2

23/4
. Vv2-1
Sln(ﬂ'/g) = W
4. La question précédente implique que
(1+i)® = 2%e™m (0.4)

D’un autre coté en utilisant la formule du bindme de Newton, on obtient :

8
(1414)® = Z Cii
=
(Cy — C3+Cg — Cg +C§) +i(Cs — C3 + Cf — CF). (0.5)
Des relations (0.4) et (0.5), on déduit que

CO_C24Cl—CO4C8=2" o Cl—CP+Ci—Cl=0.

5. D’apres les formules d’Euler, on obtient

ia —ia\ 4
o - (£5)

Cletia + Cle 4  Cle?® 4 Cle %0 + O
24
_ 2 4 4 2 3
= 3 [cos(4a) + 4cos(2a) + 3].

ia —ia\ 3
. 3 e - e
sin-(a = e —
@ = (55
C:()’)e?)ia _ 03 —3ia Cl ia —|—C2 —ia

(20)°
sin(3a) + 3sin(a)]

22[



6. En utilisant le fait que cos(6x) est la partie réelle du nombre complexe €2, et en utilisant
la formule de Moivre , on développe e®® et sa partie rélle est la valeur de cos(6x),

e = (cos(x) + isin(x))®
= CBcos(x)® +iC2cos(x)’sin(x) — Ccos(x)*sin(x)? — iC3cos(x) sin(x)* +
C2cos(x)sin(x)* + iCcos(x)sin(x)® — CPsin(x)°

= (cos(x) — Ccos(x)*sin(x)? 4+ C2cos(x)sin(x)* — sin(X)G) +
i (Ceos(x)sin(x) — Cgeos(x)’sin(x)” + Cieos(x)sin(x)*)
On en déduit que
cos(6z) = cos(x)® — 15cos(x)*sin(x)” 4 15cos(x)sin(x)* — sin(x)°.

En utilisant le fait que sin(4x) est la partie imaginaire du nombre complexe e, et en

utilisant la formule de Moivre , on développe e*? et sa partie imaginaire est la valeur de
sin(4x),

e = (cos(x) + isin(x))*
= Cleos(x)" + iC%cos(x)*sin(x) — C2cos(x)’sin(x)* — iClcos(x) 'sin(x)* + CPsin(x)*
= (cos(x)4 — C%cos(x)’sin(x)* + Cffsin(x)4) +i (Cgcos(x)Ssin(x) — Cjcos(x)sin(x )3)

On en déduit que
sin(4z) = 4cos(x)’sin(x) — 4cos(x)sin(x)’.

Représentation de z1 et z2 solutions de I'équation z*z=1+i




Probleme

1. n = 210.

2.

C; n; fi F; L; | H; =300 x h; ¢
C, =[900,1200[ || 5 | 0.024 | 0.024 | 300 0.024 1050
Cy = [1200, 1500[ || 60 | 0.286 | 0.310 | 300 0.286 1350
C3 = [1500,1800[ || 15 | 0.071 | 0.381 | 300 0.071 1650
Cy = [1800,2100[ || 95 | 0.452 | 0.833 | 300 0.452 1950
Cs = [2100,2700[ || 30 | 0.143 | 0.976 | 600 0.0715 2400
Ce = [2700,3300[ || 5 | 0.024 1 600 0.012 3000

3. Voir tableau, question 2.

4. Fréquence cumulée et Médiane.

a. Voir tableau, question 2.

b. La proportion de salariés qui gagne moins de 1800 Euros est égale a 0.381.
c. Voir graphe en fin de probleme.

d. La médiane est égale a Me = 1878.982 Euros.

5. Histogramme et Mode.

a. Voir tableau, question 2.

b. Voir tableau, question 2. On a choisi de faire figurer dans le tableau pour chaque
classe C;, i € {1,...,6}, les quantités H; = 300h,;.

c. Voir graphe en fin de probleme.



d. La classe modale est la classe C4 = [1800, 2100]

6. Moyenne et Variance.

a. Voir tableau de la question 2.

b.
1 383250
T = 2—10(5250 + 81000 + 24750 + 185250 + 72000 + 15000) = 50 1825.
Pour le calcul de la variance, on utilise le fait que
1 6
Var = — ancf - 77
=
ce qui conduit au résultat suivant
1
Var = 2—10(5512500 + 109350000 + 40837500 + 361237500 + 172800000 + 45000000) — 3330625
= 168125.
c. Pour calculer VarInter, il nous faut d’abord calculer la moyenne de chaque établissement
P et Py;
Ty = 1757.625
Ty = 2040,

ce qui donne
1
Varlnter = 2—10[160(1757.6252 — 1825%) + 50(2040% — 1825%)] = 13943.1074

d. Pour le calcul de la variance Intra, il faut d’abord calculer la variance sur chaque
établissement P; et Ps;

Var, = %(109350000 + 361237500 + 45000000) — 22 = % — 1757.625%
= 133176.234
Var, = %(5512500 + 40837500 + 172800000) — Z5 = % — 20402
= 221400
On en déduit la variance Intra,
Varlntra = %0(160 x 133176.234 + 50 x 221400) = %13744 = 154181.8926

e. Il faut remarquer que
VarIntra + VarInter = Var.



Courbe cumulative

do76 =
0833 |-
05 -
0381 |-
0310 |-
0024 [~
oo 1200 1so0  lsdo 2100 2700 3300
Me
Histogramme
hi * 300
0452 -
0286 -
888 =
00 200 1500 800 100 700 300






