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CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE n° 1

Il est clair que 1 et 2 sont des valeurs propres de multiplicité 2 (la matrice est
triangulaire). Si on note E, (respectivement E,) le sous-espace vectoriel propre
associé a 1 (resp. 2), A est diagonalisable si et seulement si DImE =2 et
DImE, = 2.

ax=0
u=(x,y,z90E =« AF u- bx+ cy+ z=0
bx+ cy+ dz+ t=0
et DImE, =2 si et seulement si a=0.

De méme DImE, =2, si et seulement si d=0.
En conclusion la matrice est diagonalisable si et seulement si a=d=0.

EXERCICE n°® 2

N < f2(x),y>=< f(1(X), y>=-< f(X, f()>=< x F(Y>, et
I'application f? est symétrique.

<f(x),x>=-<x,f(x)> dou2<f(x),x>=0et<f(x),x>=0
< f2(x),x>=-< f(X), f(N>=- f(¥ <0



[0 Soit A une valeur propre de f?, il existe alors u, non nul, tel que
f2(u)=Au.Ona< fz(u),u>=/1||q|2 <0, donc A <0.

[l Soit (g) une base orthonormale, <g,§>=¢9 (symbole de

Kronecker). Notons, Ui, f(e)= iaj g.0na:
j=1

< f(Q)’q>:<jZ::1@ €, ?>: if’iet< f(Q)’q>:_< = f( P)>:—< ieé jai@:— a

En conclusion a, = —-a; ; la matrice est antisymétrique.

[] Soit M la matrice associée a f,ona:

Q(W¥) =det(M?—f1)= det(M—ul x detM+ul ¥ detd—-ul ¥ 1" de{{M—-ul )
et comme M est antisymétrique,

Q(?) =det(M=-ul)x (1) det(M — ul )= detM—ul x €1 detfd—ul ‘)
QW) = (-1)"det(M - ul)x detM-ul )= €17 P )}

[] Si A est une racine de P dans C (existence assurée par le théoréme
de Cayley-Hamilton), ¥ est une racine de Q (1) et 4 est négative (L1), donc A est
un imaginaire pur.

EXERCICE n° 3

[J La matrice Q est orthogonale si les vecteurs colonnes sont deux a
deux orthogonaux et unitaires, a savoir :
a’+b’+ =1et ab+bc+ ca=0
etsi:
detQ=a’+b’+c-3abc at br &1
at+b+c=1

ab+ bc+ ca=0
suffisantes pour obtenir la propriété. Elles montrent que a, b, ¢ doivent étre solutions
d’'une équation de la forme : t*-t?+k =0 dont les racines doivent étre toutes réelles.

En examinant les extrema locaux de cette fonction t*—t*+k, a l'aide du tableau de

variation, on obtient : 0< k s%.

Les deux conditions { entrainent les conditions précédentes et sont



[0 Soit k :Zi7sin2 ¢, ou 0<¢<?2n et faisons dans I'équation le
changement de variable t =%+/\ cosa, on obtient :
A 2 , 2
AXcosSa-=comr=— 1-2 sifg ¥— ¢
3 27 t ¥ 27 =
Rappelons que cos3a = 4 coda — 3 cog et pour A :g I'équation devient,

%(4co§ a— 3 cowr F% CO02¢ ou cos3a = coR¢@; On obtient alors : a = i(§¢+2%2)

A une permutation prés, on a :

1 2 2¢ 1 2 2¢+2n
a=—-+—-cos—, b==+— cos——— ,
3 3 3 3 3 3 3

1 2 2¢-2n
_1,2 2

L’axe de la rotation est le vecteur propre pour la valeur propre 1, en remarquant que

. o 1
a+b+ c=1, on trouve comme vecteur directeur unitaire : 0=—(1,11)
3

Si w est I'angle de la rotation (0< w< 271), la matrice est semblable a

cosw - siw O
A=|sinw cosw O
0 0

2¢

dou 2cosw+1=TrA= 3= 1+ Zcosg et en considérant en outre le transformé de

2¢

u:%(l,—], 0), orthogonal a 9, par la rotation A, on obtient sinw= sin?, d’ou

2¢

w=—
3
: . 2 ) A
En permutant b et ¢, on obtiendrait w:—g, 'axe étant le méme. Dans une
290+ 2m

permutation circulaire, on obtiendrait w=

En conclusion trois rotations de méme axe Vvérifient les conditions imposées.



EXERCICE n° 4

-1 1 1
Sot M= 1 -1 1
1 1 -

[J On vérifie que P(M)= M?+ M -2|

[] Le reste de la division euclidienne de X" par P(X) est un polynéme
de degré 1.

X"=(X?+ X-2)Q X)+ aX+ b
Pour X=1, on obtient a+b=1

Pour X=-2,0na (-2)"=-2a+b, d'ou az# etb :#

0 Ona M"=(M?+M-21)Q(M)+aM+bl et M*+ M -2I =0, donc
b-a a a
M"=aM+bl,asavoir: M"=| a b-a a
a a

La résolution du systéme donne : U, = M"U, et plus précisément,
X, =b-a=1/31+(-)" 2]

y, =3a-b=1/31-(-)" 2%
z, =b-a=1/41+(-9" 2"



EXERCICE n° 5

On calcule le detA,de la fagon suivante : on ajoute la troisieme colonne

a la premiére, puis on soustrait la troisieme ligne a la premiére, le terme X se met en
facteur, puis on retranche la premiére colonne a la troisieme pour obtenir :

0 2+ -
detA, =X| 1+A 2-4 -
1+A+ X8 1-A4 -
d'ou detA,=-A* (A —1)(24* + 24 + J).
110
- Pour A =0, la matrice devient A, ={0 O O0|. Le noyau est de dimension 2 et
11

rgA=1
Le noyau est engendré, par exemple, par les vecteurs (1,-1,0) et (0,0,1). L'image est
une droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,0,1).

- Pour A =1, rgA =2 et I'image est engendrée par les vecteurs (1,0,-1) et (3,1,0).
Par conséquent, dimKerA =1 et le noyau est engendré par le vecteur (-2,1,1).

- Pour A #01, on vérifie que les 3 colonnes sont indépendantes, donc dimimA, =3
et dimKerA =0

PROBLEME

[1 On a dimKerA+dimim A=3.

On vérifie que KerA={0}, d’ou dimim A= 3 et la résolution du systéme donne :
mA={(X,Y,Z /Y- = F .

Comme les vecteurs vy, Y,,Y, sont linéairement indépendants, ils forment une base
de Im A.



[J E; et Im A ont la méme dimension, il est donc possible de construire
un isomorphisme entre ces 2 espaces vectoriels.
Pour déterminer A pour la base canonique de R, il suffit de calculer les images des
vecteurs de cette base, exprimées dans la base de Im A.

A(1,0,00= A(L0 0=A,y,+A,y,+ Ay, puis on calcule les valeurs A, en résolvant le
systeéme : A, +A,=1,A,+1,=2,1,=31,= 4 Finalement A(1,0,0)= (-2 3 4.
De méme pour les deux autres vecteurs, on obtient :

-2 -3 -7
A=l 3 5 10
4 7 12

Comme A est une bijection, il existe une matrice inverse A™. Dautre part,
E, =Im AO(Im A", on peut donc définir A" de la fagon suivante :

. [At'y si yOImA
Ay= . O
0 si yO(mA)

Par ailleurs A" est unique puisque la décomposition dans la somme directe est
unique.

La matrice inverse de A est:

-10 -13 5
Al=| 4 4 -1
1 2 -

Soit y,=(1,-1,-11 un vecteur de (ImA)”. La matrice A" relative aux bases
{yl, Yo, Vas y4} de E, et a la base canonique de R® est :
-10 -13 5 O
A" =| 4 4 -1 0
1 2 -120

Pour I'obtenir dans les deux bases canoniques, il suffit de la multiplier a droite par la
matrice de passage suivante :



En conclusion, on obtient :
-38 -2 -14 22
A" :% 13 3 3 -7
5 -1 3 -3

[J Notons X la matrice des vecteurs {yl,yz,ys}, la matrice de
projection orthogonale sur Im A s’écrit :

110
: . 1 01
P,=X(XX)™ X,ou X = 010
0 01
4 -2 -2
On obtient (X'X)‘1:% -2 3 1],puis
-2 1 3

- Le calcul des produits des matrices donne : A"A= |, et AA" = B..

O f(x+h) = f(X)=<Ax+H-h Ax h- b,-< Ax b Ax »,
En développant cette expression, on obtient :

f(x+h) - f(X)=2< Ax- h Ah>, + Alf
et||An[" = of| H)

La fonction fest donc différentiable et df (x) : h» 2< Ax —b, Ah>,.

Par ailleurs < Ax—-b, Ah>,=( AR ( Ax b= If A Ax =< AAx Abx

On vérifie que A est une application de E, dans E,, dont le noyau est engendré par
le vecteur y,. Ker A est donc orthogonal a Im A, d’oll A est une bijection de Im A
sur E, et A'Aest une bijection de E, sur E;, donc elle est inversible. Par conséquent,
il existe un unique X tel que : X =(AA™ Ah



La fonction f étant strictement convexe et différentiable, X réalise le minimum de fsi
et seulement si df (x)(h) =0, Oh ou encore A Ax = Ab. Ce qui correspond au résultat
précédent.

Le minimum est obtenu au point b qui est la projection orthogonale de b sur Im A.
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| Etudes de suites

(0 Montrons par récurrence sur n=1la propriété :
P(n) : c,et A, existent et valent ¢, = cos%);)ln =2" sin(2—71).
La propriété P(1) est vraie.

Si I'on suppose P(n) vraie alors c, est positif (car c, = cos%)) donc c,,, existe et

m
1+ cos%) =
vaut c.,, = — = COSW).

Comme c,,, est positif alors A ,; existe et vaut :

T
2"sin(—-)
A n .
A== 2 :2”*1S|n(2:il).

Vi
Cn+1 COS%)
x-0

i :
On pose alors 6, =§ et a, =2". Ona sinx ~ x donc

lim A, =lim 2" sin(’%) = lim 2" % =
on’ "ol on

n-o n-oo



0 Rappelons la propriétée OxOR, ‘sm 2043) (x )‘ <1.

L'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2p+1 appliquée a la fonction sinus entre 0 et
x donne:
52+ | |X|2F’+3

sinx - kZo( )(2k+1)\ (2p+3)

En particulier pour p=0 et x:% on déduit

-4, =2"ls r{nj—ﬂs L
2" ) 2" 6x4"
On peut prendre N, =12 car on a <10°
6x4"

0 L'inégalité de la question O appliquée a x:%, aprés multiplication par 2",

donne :

p k+1 | n.2p+3
A=) (-1
2 )4"k 2|<+1\ ") (2p +3)

k=0

Comme ﬁ est négligeable devant4—%p, on déduit le développement :

p+l
An:ﬂ 77'3 1 “.+(_1)p 7T2 1 +0( 1}
34 2p+1D!4™ 47

O Pour p=2 le développement précédent donne :

B n31 T (1)
A =m- +0| —-
4

" 34" 120><42n

On en déduit : /\E) =7r- ui +0 1
30)( 42n+2 42n

s
n 30X42n+2

O Pour tout a la formule de la question [ donne :

m 1
a, ¥+ (1-a Wl = - T fusa 1) vof 1

le réel a = —% est I'unique réel tel que /\Ef) -7 estnégligeable devant 16™".




O L'inégalité de la question [0 pour p=2 prouve
' Vs m i
-——<A -1+ - <
74 6x4" 120x16" 74%

En combinant les inégalités obtenues pour n et n+1 on déduit :
4 | esr

A — 77+ <
n 3 X 7!43n+3

" 120x16™*

En combinant a nouveau ces inégalités pour netn+lona:
7 7
17 2) < 17

- < A QI —
9x 71433 " 9x 71433

7
/\Ef) —n‘< _ L On constate que pour N, =3 on a:

- 3n
P 576x 714

Finalement

II Polyndmes de Bernoulli

O L'application F définie par F(x) =G(x) — A, ou A est le nombre réel

1
A= IG(t)dt, convient car F est, comme G de classe C' et de dérivée f et en outre
0

1 1
ona IF(t)dt :IG(t)dt— A=0.Si F, et F,sont deux solutions, C =F, - F, estde
0 0

dérivée nulle sur [0], elle est donc constante sur [0,1] eton a

C= £Cdt = 0ll existe donc une unique application de classe C' vérifiant les deux

conditions

O D’apres la question précédente les conditions données définissent une
unique suite (B, )., de fonctions de classe C.

Par définition de cette suite on a
OnON,B™ =1 donc B, est une fonction polyndmiale de degré n et de terme

n
dominant X—I D’aprés la question 0 On a
nl

OnONB,,,(X) = XjBn (t)dt - ljBn (t)dt



On en déduit
6X2%-6X +1 2X3-3X2%2+ X X4 —=2X3+ X2 1

B, = B, = -
12 12 24 24x30

B,=X-05B, =

0 Pour n=22ona B,(0) =B, (1 .car:
1 1
B,(1) - B,(0) = [B, (t)dt = B, (t)dt =0
0 0

0 La suite (C,) , vérifie les conditions de définition de la suite (B,).,. En

effet, ona:

n=0 n=0"

C,=B,=letsiona B, =C,,alorsona
Cra(X) = (D™ (=B,,; (1= X)) = (-D)"(-B, (1~ X)) =C,(X)

Et en posant u=1-t

1 1
[Cra®dt=(-1"" [B,.,(Wdu=0
0 0

L'unicité de la suite (B, ), assure I'égalité.

Ainsi on a pour tout n et tout x

B,(x)=(-D"B,(1-x)

Le graphe de B, est donc symétrique par rapport a la droite d’équation x=0,5 si n est

pair. Il est symétrique par rapport au point de coordonnées (0,5, 0) si n est impair.
En particulier pour n impair et x=0,5 on déduit
B,(0,5) =0 et pour x=0, tenant compte de B (0) =B, (1), on déduit

B,(0)=B,1) =0

0 Raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe mC N tel que B, .,

1 I : .
s’annule sur }O’E[ et considéerons m, le plus petit de ces entiers m.

il sTannule

N | =

Comme B, =X -05 ona m, 21 On sait que B,, ., s'annule sur }O,

donc au moins trois fois [O’E] D’apres le théoreme de Rolle, B,, =B, ,,S'annule

donc au moins deux fois sur . Cette derniére propriété contredit le caractere minimal
de m,. L’hypothese était absurde.



Pour xD[O,%} ; il existe cld }0%{ tel que
BZm(X) - BZm (O) = XB'2m (C) = XBZm—l(C)

Ainsi, sur {Oﬂ B,.,(X) - B,,(0) ale signe de B, . Il en est de méme sur

E ,1} car pour x>050na c }0%{ tel que

B (X) = B (0) = By (1= X) = B,y (0) = (1= X) B,y (€) = (1= X) By 4 (€)

Il Séries de Riemann et nombres
de Bernoulli

0 Pour tout N entier naturel non nul et t0]oon a
e?* z1let:

N k=N _ 22Nt . +
1+ 22 COSan) — Ze2lkn = @ 2Nt 1-e — - Sln((2.N 1)71) .
k=1 K=—N 1-e™ sin(7t)

0 Sur Jod ona

b ()= f((t)) avec f(t) = w smt

g(t) =
Or f est une fonction polynomiale donc elle admet un prolongement
C” sur R. On prolonge la fonction g en zéro en posant g(0) =1, le prolongement de

g est alors une fonction C”sur R car c’est une fonction développable en série entiére
de rayon infinie, de plus g ne s’annule sur R. Donc ¢, admet un prolongement

continment dérivable. a [0,1].

[ Soit fune fonction continiment dérivable sur [0,1]. Notons
M, la borne supérieure de |f| sur [0]et M, la borme supérieure de |f | sur [0,].

(x)e =

1 . 1% 2M, + M,
—;[f (t)(:os(xt)]O +;OIf (t) cos(xt)dt < Y

1
On en déduit que  lim [ (t)sin(xt)dt =0
%0



0 Pour n impair le changement de variable t =1-umontre que 'ona |, =0.

Pour n=4 pairona B, (0) =B (1) =0 et deux intégrations par parties donnent :

. [B (t)sm(ant)} lf S|n(2knt) dt
cos@krt) | cos@krt)
{ O Gy } B0 e
o cos@krt) . ook
- OIB“‘Z(U (2km)? AR

Reprenons le calcul avec n=2, en tenant compte de
B,(® =-B,(0) = % On trouve

_1\p-1
|y = —— On déduit 1,,, =2
= 2k 2k

1
0 Comme Icostnt)dt =0 pour k=1 onapour m=1 et N entier naturel :

1j¢2m (t)sin((2N +1)7t)dt = 1j(Bzm(t) - B,,, (0)dt)+ 2ilj (B, (t) - B,,, (0)dt)co(2N +1)rt )dt

0 k=19

N
=B,y 0) + 22 I 2mk

k=1

=8, O+ 29

La fonction ¢, étant C' sur [0,1], la question [ prouve que :

N
; 1 m-1~2m-1__2m
II\IHILZW = (_1) 122 17T2 BZm (O)

Donc la série )22 B, (0)

k 1
En particulier on trouve

© 1 ].[42
S T



k
O Pour p=2 et k>1o0na kP >=k?*. En majorant k_12 par I% pour k=2, on
k-1
obtient :
S syl [=2
k=1 k k=1 k 1 t
On en déduit
1 1-2m —2m 4
By(O)<| > S 27" s — .
o1 K (4 )
IV Formule sommatoire d’Euler
O Montrons cette formule par récurrence sur m.
Pour m=0 on a B,(1) =-B,(0) :% donc
1 1 1
[t B, mdt=[f®B,W®] - [f @)t T+ _ [f@at
0 0 0

c’est la formule demandée.

Supposons cette formule vraie pour m=>1 et considérons f de classe C*™*. On a
079 0By O = [ 0By O - [0 0B L O
Ce qui,od’aprés les résultats de la partie Il prouve O
1jf Cm3) (1) By (D)l = —ljf M2 (1) By (1)t
Une int?égration par partie donnoe
[ 0B Ot =[P OB, OF + [0 )8 s )t =
0 0

.I:(2m+l) 1 _ f(
Blon) O

L’hypothese de récurrence permet d’obtenir la formule pour m+1.

2 m+1) 0 1
O 4 1 0)p,, @t
0



00 Une intégration par partie donne :

Oo_‘H

£ @™ (1) By )t = [F 2™ (1) (Bameay (1) = By O]
1
- j f (2m+2) (t)(B(2m+2) (t) = Blamsz) (0))dt
0

1
= —J.f (2m+2) (t)(B(2m+2) (t) - B(2m+2) (O))dt
0

Comme B, (t) = Bz (0) est de signe constant que I'on note & sur [0,1], on
déduit :

1
—eint | 42) (1) By (0) < & [ £ ™ (1) (Blames) () ~ Biomer) (O))dt < —£ sU £ ™2 (1) By, (0)
' 0

tdo,]

On a alors :
1
; (2m+2) (2m+2) (2m+2)
int [£ 672 (B, (0] < [ (t)B(Zmﬂ)(t)dtsg[gg[f () By O)]

L’existence de c est conséquence du théoréme des valeurs intermédiaires.
La majoration est alors :

]-f (2m+1) () B(2m+1) (t)dt| < H § (2m+2)
0

1Blomez) (O)



O Notons T(f) = (f(o)+f(1) Zf( D eth=1,

n
Les formules obtenues aux questions IV [ et [ lorsque m=2 donnent I'existence de
constantes C. bornées en valeur absolue par Hf (6)H telles que :

(i+)h . i
1 jf(x)dx If(lh+ht)dt f(('”)g)”('h)

=B, (0)h(f (i +Dh) - f'(ih))

- B, (t O +Dh) - (i)~ B, (O)h°C,
En sommant ces relations on obtient :

]-f Odt=T(f) - B, (O)(f () - f'(o))hZ _ B4(0)(f (3) @ - f (3) (O))h4 ~r(h)

avec [r(h)|<h°B,(0)f | <t (G)ngn6
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EXERCICE |

a) fest continue, car composition des deux fonctions continues SiNX et t —~ |t| .Ona

ImM lim 2™ —1# -1= lim SrlX:Iimw,

X 0" Xx—0 x-0" X x-0 X X0 Xx—0

doncf n'est pas dérivable en 0. La plus petite période7@st

b) T(X) = Zk Ow( DX (x- ) . Rayon de convergence infinl. = [0, ZT].

C) Commef est une fonction paire onlg, =b, =--- =0 . Les autres coefficients sont donnés par

a, = 7% f"|sinx| coskxdx.

En intégrant (deux fois) par parties on obtient

cosxcokx + ksinxsinkx

i +Ck#1,

I sinxcoskxdx =

et

. 2
jsinxcosxdx:(SIrZIX) +C.

4
Ainsi on arrive aa, =0 pourkimpaireta, =— pourk pair.
X T k2-1n



d T,(~ ) Z —( )(ﬂ n)2k=1 i+i~0786700927.

k=0 (2Kk)! 32 1024
cosl—T
F(G=2_2 2,009 _2, 4 4721502408
4 a7 ol 3 15 T 157

F( ) sin g—§~0707106781

. . . 71
Donc F, est une meilleure approximation e4H

EXERCICE Il
5
. . X . N . .
1) IImt o F(t) =lim N X—l = 0, car I'exponentielle croit plus vite que toute puissance.
- e* —
: : > . 5x*
lim, ., F@)=Ilim_ . =lim_ ., —— =0, daprés la régle de I'Hopital.
- oo X-0 ex -1 X-0 ex
F est continue, strictement positive et tend vers 0 aux bords de son domaine de définition. Elle posséde donc

un maximum.

2)  F(0,05 =001
F(01) = 4,54
F(015) =16,78
F(0,2) = 21,20
F(0,25 =191
F(0,3) =152
F(0,4) =87
F(0,5) =50
F(0,6) = 3,00
F(0,7) =187
F(0,8) =122
F(0,9) = 0,83
F(L0) = 0,58

Il'y a donc un maximum ef),2 +5x107.



3) F estdérivable, donc siest maximum dé& alors F'(t) = 0.

N\t 1 \?%1 17?2 1 1
F'(t) = —5t'6(et —1} +t‘5(et —1] e't? = —t‘7(et —1] (St (et —1J—et ]

1 1
Donc F'(t) = Osi et seulement sbt (et —1J -et =0.

1 1
4) Avect = 1 I'équation 5t (et —1} -et =0, t>0, devient5(ex —1)— x€ =0 ou bien
X

51-e™)-x=0,qed.

5) f'(X) =5 >0, donc f est croissant.
f(4) =4,90... > 4,
f(5) =4,96...<5

ainsi f ([4,5)) 0[45].

Q:=SUP (g f'(¥)| =57 = 0,09157...<1,

donc d’apreés le théoréme du point fixe il existe une solution uniquéd (&) = X dans l'intervalle
[4,5].

6) f'(X) >1 pour x<In5. Alors la fonction f (X) — X est strictement croissante podr< In5. Comme
f(0) =0, ona f(x) > X pour tout X D]O, |n5]. Pour X > In5 la fonction f (X) — X est strictement

décroissante, donc admet au plus une racine qui doit alors étre celle qu'on a trouvé dans I’inEérﬁ}aItte la
guestion précédente.

7) D’aprés 1) on sait qUE posséde un maximum et d’aprés les questions précédentes il est unique :
r=¢&", oué estlunique solution def (X) = x, x>0.

9) D’aprés le théoréme du point fixe la sui¥g :=5, X, = f(X,_,), converge vers , et on dispose de
la majoration

Xy = Xoa| € 0207X, = X, 4.

e Oy o 5
E =l = el = ]

Le calcul a+10°® prés donne

X, =5

X =4,966310..
X, =4,965155..
X; =4,964115..
X, =4,965114..
Xs =4,965114-..

Par suite€ = 4,965114+10°°. Donc 7 = &1 =0,2014052+ 107 est la maximum d€.






