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Chapitre1 : LE MODELE LINEAIRE

1. Définitions :

1.1 Définition intrinséque :

Définition 1 : On appelle modeéle linéaire, le modéle statistique (RY, R",P)

ou # est une famille de lois de probabilité telles que : 3L, sous espace vectoriel
de RY/vPe®, I(m,c?) e Lx(R" -{0}) :

i) EY=mmelL,

i) v,y=0,,

i) I’application qui a toute P e associe (m,c2) est une application surjective
de # sur Lx(R* —{0}).

Remarques : a) modele est semi-parametrique

b) si e, le vecteur « unitaire » dont toutes les composantes sont
égales a 1 sur la base canonique, appartient a L, on dit que le modele comporte
un terme constant.

c) si le modele comporte un terme constant et si dim L = 2le modele
est un modele linéaire simple.

1.2 Définition classique :

Définition 1’ : Le modele (R, R",P) ) est un modele linéaire s’il existe une
matrice X (N xK)de pleinrang, telle que : vPe® , 3(b,62) e R* x(R* -{0)) :

1) E,Y = Xb

i) v,y =0,

iii) I"application qui a toute P e associe (b,o2) est une application surjective
de P sur R* x (R* —{0}).

Ecriture matricielle :

v=Xb+u,rgX =K
Eu=0,Vu=0?,

Multicolinéarité : rgX <K



2. Modeéles linéaires, modeles conditionnels :

2.1 La régression probabiliste :

Soit le modéle d’échantillonnage gaussien sur R** :

9 ®N
RK+1,RK+1,N lLl , O-)/ Zyx
V ny ZXX

ieRveR"

L’échantillon est constitué de vecteurs d’observations indépendantes
(y,,x,)e R**. Laloide v,/ X, =x, estune loi normale d’espérance :

EY, /X, =x,)=p+2 2 (x,-V)

et de variance :

VY, lX, =x)= af, —zyxz;jzxy

2.2 Le modéle linéaire conditionnel :

Un modele pour lequel il existe a,b,,b,,...,b, tels que :
K

EY 1X =x,X,=%,,..Xy =x,) = a+2x,mbk
k=1

VY, X, =x,X,=x,,..., Xy =x) =02
cov(Y Y, 1 X, =x,X,=x,,..X, =x,)=0,Vn=n'

est un modele linéaire conditionnel.

3.Représentations géomeétrigues :

3.1 L’espace des variables : R**
3.2 L’espace des observations : R"



4. La méthode des moindres carrés ordinaires :

4.1 Cas de la définition intrinseque :

Le modeéle postule que E,Y =m e L, Si yest le vecteur des observations la
méthode des MCO propose d’estimer = par = défini par :

arg r?in(||y —mlf?)
en conséquence : m = P,y, ou P, est le projecteur orthogonal L.

4.2 Cas de la définition classique :

Le modeéle postule que E,Y = Xb. L est alors I’espace linéaire engendré par les
vecteurs colonnes de X ; L =L(X).

L’estimateur des MCO 5 de 5 réalise le minimum de :
O(b) = |y - Xb|?
4.3 Les équations normales :

Lorsque X est de plein rang la fonction Q(») est strictement concave et 5 est
défini par les conditions du premier ordre :

80 ,» -
= (b)=-2X"'(y-Xb)=0
6b( ) (v — Xb)
Ce systéme porte le nom d’équations normales écrit sous la forme :
X'(y—Xb) =0

Puisque x est de plein rang, X' X estinversible et 5= (X' X)*X"y.



4.4 Terminologie :

mettre en ceuvre la méthode des MCO se dit trés souvent : « faire les
MCO de y sur X » ou encore « régresser y sur X ».

$=m=Xb est le vecteur des « valeurs ajustées », ou « prédites ».
u=y-yest le vecteur des « résidus ».

m=y=Py, P, =X(X'X)"X, projecteur orthogonal sur L = L(X).
U=y-y=U-P)y=UI-XX'X)'X)y=M,y, M, =1-X(X'X)" X" estle
projecteur orthogonal sur L*.

I’équation y = ixkék est I’équation de I’hyperplan de régression dans

k=1
RK+1 ]
0b) =|y e =|y-5= H y- XbH2 =[]z = iﬁf = SCR, « somme des carrés
n=1

des residus ».
N -dimL = N - K =nombre de degrés de liberté.

5.Propriétés algébriques de la méthode des MCO.

5.1 Modele avec terme constant : ec L

N
la somme des résidus est nulle : i =>4, =0
n=1

1Y -1
y—NZyn =7 —ﬁ;yn

n=1

Equation d’analyse de la variance :
ly~ el =~ Sefe + |l
iN _—2_iN 5 —P)2 iNAZ
N;(yn ¥) —N;(yn ») ty

« variance totale=variance expliquée+variance résiduelle »
Coefficient de détermination :

,_P=velp ., lap
ly=yer [y el?
Rapport de la variance expliquée et de la variance totale.

R 1 e[o]]

5.2 Modéle sans terme constant ; e¢ L

La somme des résidus n’est pas nulle. Beaucoup de relations précedentes ne
sont plus valables.



5.3 Theoreme de Frisch et Waugh

Partition des variables explicatives en deux groupes : x =[w : z], w de
dimension NxK,, Z de dimension NxK,avec K =K, +K,.

La régression de ysur X adonne :
yﬂ%+ﬁ+ﬁ

Théoréme : ¢ est le resultat de la régression de A,y sur M ,w ou
M, =1-27(2'2)"Z" est le projecteur orthogonal sur I’orthogonal de I’espace
linéaire image de Z ; noté L(Z).

6. Propriétés statistiques de la méthode des MCO

Le modele :
y=Xb+u, X(NxK),rgX =K
Eu=0,Vu=0?,
Les MCO:
b=(X'X) X'y
6.1 Moments des MCO :
Eb=0 , I’estimateur des MCO de b est sans biais.

V(b) =X X)™
6.2 Estimateur de o2 :

scr =l
E(SCR) = (N - K)o

On prend s2comme estimateur sans biais de o2 :

5o SCR _ [P
N-K N-K




on en déduit un estimateur sans biais de la matrice des variances covariances
de b :

V(b)=6xxX" X)L
6.3 Le théoréeme de Gauss-Markov

Théoreme : Soit : C = {b* /34(KxN),b™ = Ay, Eb* =b,vbe R¥ } la classe des
estimateurs linéaires et sans biais de » :
1) beC
i) 7(b*) -V (b)est une matrice de type positif (semi-définie positive),
Vbt eC.
iii) V(b*)=V(b) < b =b.

b est donc le meilleur estimateur linéaire et sans biais au sens de la
minimisation de la variance (BLUE : Best Linear Unbiased Estimator).

7. Le modéle linéaire normal

7.1 Définitions

N RN N(m o2l y),(mo?) e Lx (R* —{0})}
N RN N(Xb,o2Iy),(b,0?) € R x(R* —{o})}

Ecritures standardisées :

y=m+u,u~N(0,02l,),melL
y=Xb+u,u~N(,02l,),X(NxK),rgX =K

7.2 Vraisemblance, log-vraisemblance, équations de vraisemblance
Ly (b,0?) = (27692 exp[—igw)}
20?2

log L(b, o?) = —%Iog(Zﬂaz) —%ﬂg(b)

0(b) = |y - xlf



Les équations de vraisemblance :

A

dlogL = 1 00 _

% _0ob=b
ob 202 0b
alogL:_ N N 14Q:0<:>&2:N—K&2
0o? 202 20

~

(b,5?) estimateur du MV et (b,52) estimateur des MCO de (b, c2).

Propriétés :

1) Le modeéle linéaire normal est exponentiel.
i) (b,52) est une statistique exhaustive minimale et totale.

iii)  (b,62) est I’estimateur optimal de (b,52).

Loi du couple (5,52

) b~ N(b,o¥(X' X))
i) (V-K)Z ~ 72N - K)
(e

iii) 5 et 52 sont des variables aléatoires indépendantes.

Fonctions pivotales :

b, —b,

O Ny

hy = |(x'x)], est le kieme élément de la diagonale de (x"x)™ .

) 7, ~T(N-K) ou b, est le kieme élément de » et

1
Ko?

i) F=——(@(-b)X'X(b-b)~F(K,N-K)

i) R=(N-K)Z = (N-K)
o



8. Intervalle de confiance et test sur un coefficient

8.1 Intervalle de confiance

La fonction pivotale 7, permet de produire un intervalle de confiance pour le
coefficient »,. Au niveau 1-« I’intervalle d’etendue minimale est donné par :

It =|b ~t_(N=KW6?h, b+t ,(N-K)\5%,
2 2

ou ¢_(q)est le quantile d’ordre z de la loi de Student a ¢ degrés de liberté.

La fonction pivotale # permet de construire des ellipsoides de confiance.

8.2 Test bilatéral sur un coefficient
Le probléme de test est 4, :b, =5 , H, :b, #b) OU b]est une valeur privilegiée
par I’économeétre. Lorsque cette valeur est nulle on parle de test de
significativité.

Région critique du test de « Student » de niveau 1-« :

c=pefetl )

A

.~ b, —b°
K klsy (N-K)

NOhig | 15

b1 0‘>tl_a(N—K)

A

b — by

JVar(b;)
La mise en ceuvre pratique est la suivante : si ‘72 est en valeur absolue supérieur
a t o(N-K) (=2 si «=0,05et N-K >20) on rejette I’hypothese que 5, = b;

2

avec 79 =

sinon on ne réfute pas cette hypothese.

Ce test a d’excellentes propriétés théoriques puisqu’il est uniformément le plus
puissant dans la classe des tests sans biais.

10



8.2 Test unilatéral sur un coefficient

Le probleme de testest: #,"b, <b.,H, b, >b). Danslecasou 5} =0 c’estun
test de signe.

La région critique est pour ce test :
C'= {é\k / Tg 2 l‘l_a(N—K)}
Ce test unilatéral posséde d’aussi bonne propriétés théoriques que le précédent.
8.3 Tests sur la variance.

On peut étre ameneé a considérer deux types de problemes de tests dans ce cas :

(1) H,:0%2< 0 ,H, 02> 0}

(2) Hy:02=0%,H," 02 # 0

Les régions critiques sont respectivement pour un niveau 1-« :

(1) w —{(N—K)&—;Z lea(N—K)}
)

~

(2) w'= {(N—K)G—;z cz,(N—K)&—;S cl}

o0 00

Plc, £ y(N-K)<c,)=1l-«
Txf(x)dx: (N-K)(1l-«a)

a

ou f(x) estladensité de y2(N-K).

11



Chapitre 2 : LE MODELE LINEAIRE SOUS CONTRAINTES

1.Définitions

Définition 1 : déefinition intrinséque

RN RN P) est un modele linéaire sous contraintes s’il existe un sous espace
affine 4 de R" tel que:

) I’extrémité de E,Y € 4
i) V.Y =02,
Définition 2 : définition matricielle :

y=Xb+u,beRK,yeRN,rgX:K
Eu=0,Vu=0?l,
Rb=r,R(pxK),rgR=p<K,r(px1)

Propriété : les définitions 1 et 2 sont équivalentes.

2. Moindres carrés ordinaires sous contraintes

2.1 Contraintes résolues
Rb=r<b=b,+SB,feR"”

b, est une solution particuliere et s est formé par des vecteurs de base du
noyau de R.

L’estimateur contraint 5, de b, est solution du programme :

min [l — X, - XSp[?
PeR"7P

— B=(S'X"XS)S'X'(y— Xb,) et b, =b,+SB

12



2.2 Minimisation directe

min
beRX | Rb=r

y - X[}
= b, =b+ (X' x) R[ROC X)*R] | - RB)

3.Le test de I’hypothése linéaire générale : Le test de Fisher

Le modele est linéaire normal ; deux approches : intrinséque, matricielle :

Intrinséque :

y = N(m,0%l,)
melL,dimL=K
Le probléme de test :
Hy meLyH,:mglL,meL,L, Sevde LcR".

Matricielle :

y = N(Xb,0%1,)
X(NxK),rgX =K

Le probleme de test :

Hy:Rb=r,H, :Rb#r,R(pxK),rgR=p
3.1 Présentation géométrique :

Notations :

L=LNL,

P projecteur orthogonal sur L, dimZ =K
P, projecteur orthogonal sur L,, dimL, = K,

P, projecteur orthogonal sur L, dimL, =K, =K - K,

P=P+P



Lemme : Soit Z ~ N(@,521, ) un vecteur normal.

2

<o P
~x (rgP )

1) Si P est un projecteur orthogonal alors H—
O

i)  Si P et gsont deux projecteurs orthogonaux tels que PQ =0(c’est-
2
et

s PZ
a-dire ImP et ImQ sous-espaces orthogonaux) alors H—
(o2

2
H% sont des variables indépendantes.
(o3

Remarque : Si X ~ N(u,1,) par définition |x|* ~ z2(n[x?), Chi-deux décentré et
72(n,0) = y2(n) est le Chi-deux centré.

Application: on pose :

Py ,estimateur de m sans contrainte
y-y=(,—P)y, résidu de I’estimation sans contrainte

, =P,y , estimateur de m sous contraintes
o =y—y, =W, —PR)y, résidu de I’estimation sous contraintes

=y D
Il

1Y

onadonc u-u,=y-yp,=(P-PB)y=Py.

D’apres le lemme :

2

2 A~ ~

Y=Y
O

~ 2

“ ~ 2201, - P))

et ces deux variables sont indépendantes.

Statistique de Fisher :

2 2

2

A

u

2

U — i y-70

rgh rgh N-K

i 5 o
rg(Iy —P) rg(iy—P)

U

14



Lorsque me L,,P,m =0. Ceci correspond a I’hypothese nulle du probleme de test
et dans ce cas :

14rgh)
N rgh
xHrg(Uy —P))
rg(Iy —P)

=F(rgh,rg(Iy —P))

loi de Fishera rgP, =K, =K - K, et rg(I,, — P) = N - K degres de liberteé.
La région critique du test associé a cette statistique pour un seuil « est :
C={F >F_,(K-K,,N-K)}
3.2 Présentation matricielle

L’hypothese nulle est Rb=r,R(pxK),rgR=p. Ce systeme représente p
contraintes linéaires indépendantes. Les solutions de ce systeme de péquations
sont: b=b,+SB,S(Kx(K - p)), ou b,est une solution particuliere et ou S est
formée d’une base de KerR.

Analyse de I’hypothése nulle :

b=b,+Sp

y=Xb, + XSp +u

Ve =y—Xby = XSf +u

L, =L(XS),dimL, =rg(XS)=K,=K-p

Analyse de I’hypothése générale :

y=Xb+u=Xby+X(b-by)+u
0 =b-b,

v, =y—Xby, = X6 +u
L=L(X),dimL=rg(X)=K

15



Estimateurs contraint et non-contraint :

5=b-b,
l;c =b, +XS,3

9. =X5=X(b-b,)
Puo = XSf = X (b, —by)

Construction de la statistiqgue de Fisher :

Statistique de Fisher :

~ ~

- A~ |12
yc_yco i :HXb_XbcH

2

Ve = V.

-

2

~ N

Xb — Xb,
2

vk |
= X
p ‘y—Xb

Sous H,:Rb=r, F estdistribuée selon la loi de Fisher a p, N — K degres de
liberté.

3.3 Ecritures équivalentes :

a) Forme de Wald :

X(b-b)= x(x"X) R[RC X)*R][RD - ]

=|x@-5,) " =[rb - rJ[R(X ) R RE - /]

62 =y~ Xb|" I(N - K)

et la statistique de Fisher associée :

- [Rb - r{[RCXC XY R RD - 7|
po?

16



Puisque [Rl;—r]zN([Rb—r], c2R(X'X)'R'), et que b est un estimateur du
maximum de vraisemblance non-contraint, & est une statistique de type Wald.
On voit d’ailleurs que # converge en loi vers la loi y2(p)lorsque N — .

b) Ecriture mnémotechnigue

Sommes des carrés

scr =i SCR, =i

2

SCR, ~ SCR = i - i, | =6 - x5,

Deqrés de liberté

dl=N-K
dly=N-(K-p)=N-K+p
dl,—dl=p

Statistique de Fisher :

Ry — SCR
_SCRo=SCR Al p(aly - i, di)
SCRdlg—di 11,

3.4 Exemples d’application

a) Test de significativité de I’ensemble des coefficients
b) Tests de stabilité, d’homogéneite... dits de Chow

17



Chapitre 3 : PROPRIETE ASYMPTOTIQUES DES MOINDRES

CARRES ORDINAIRES

1.Introduction et notation

Le modele linéaire sous forme détaillée :

K
v, = Zx,mbk +u, =xb+u,n=12,.,N
k=1

Eu,=0,Vu, =0c?cov(u,,u,)=0,n#n'
et, sous forme matricielle :

1

Y, =X,b+U,

avec v, =|. | X, =
EU, =0,VU, =0c?I,

Yy
Les estimateurs des MCO :

b(N) = (X Xy)" X, 7,

suNy =23 i
N—K ~ Nn
Uy
Uy=|. |=Y,-X,bN)
L’ZNN

Ce chapitre a pour objet I’étude asymptotique de ces estimateurs, convergence et

lois limites.

Notations : » et 5, (~), kiéme élément de » et son estimateur des MCO.

hyy (N) = [(X}VXN)_l} , kieme élément de la diagonale.
kk

18



2.Convergence des estimateurs des MCO

Propriété : Si (x,Xx,)" —0 alors:

et si de plus 36 >1/(LogN *(Log(LogN))’ Ay (N)——=—0
ii) b, (N)——b,

i) Si les perturbations sont indépendantes et équidistribuées :

. X X . _ -
Remarque : Si %—)A,A inversible : b(N)—-—b

3. Lol asymptotigue des estimateurs des MCO

Structure de (V) :

b(N)= (X X)X, Y,
=b+(XI'VXN)_1X;VUN
N N —
:b+Z(ijvXN)_lxnun aVeC ‘xnl: (xln’x2n7"'7xKn)’BNn :(XnXN) lxn

n=1

N
= b+ZBNnun
n=1

Lemme : Soit {x,,n=12..} une suite de variables aléatoires indépendantes

d’espérance nulle et de variances constantes €gale a o2, et une suite triangulaire
de vecteurs de taille p ,{4,,,N=12,..,n=12,.,N}, tels que :

N
D Ay, Ay, =1, alors:

n=1

Ay 0 > Ay, 5 N(0,021)

maXx
n<N
n=1

Théoreme : Soit le modele de [P’introduction ou les perturbations sont
independantes et equidistribuees, alors :

maxx, (X, X,,) " x, —50 & (X, X,) V2 (b(N) - b)—-—> N(0,521,.)

19



4) Convergence et loi asymptotique de 53(N)

Théoreme : Si les perturbations sont indépendantes et équidistribuées, alors :
i) OA'Z(N) T)O'Z

i) Si Eu; <o, alors : 63(N)———0? et VN (63N)-o?)——> N(0,var(u?))
Remarque : Lorsque les perturbations sont indépendantes et equidistribuees et

lorsque XXy — 40U f(N)—> o et 4estinversible, alors
S (N)
JF (N (B(N) - b)—L—> N(0,5247)
JN (62(N) - 03 —L— N(0, var(u?))
En premiere approximation on considere que :

b(N) = N(b,c%(X, X))
623(N) ~ N(c2 N *var(u?)

20



Chapitre 4 : LE MODELE LINEAIRE GENERALISE

1. Introduction et définitions

Un modeéle linéaire genéralisé est un modele linéaire au premier ordre
dont la matrice des variances-covariances est proportionnelle a une matrice
connue qui n’est pas I’identite.

K
y, = Zx,mbk +u,,n=12,.,n
k=1

Définition détaillee : { Eu, =0

varu, = o2,cov(u

n’um)zanm’n;tm

y=Xb+u, X(NxK),rgX =K
Eu=0Ju=%

Définition matricielle : {

Remarques : *, matrice carrée NxN, est symetrique, définie positive. On
rencontre des problémes réels ou = n’est pas inversible. On écarte cependant ce
cas particulier dans ce chapitre.

2. Etude du modele linéaire généralisé

On suppose que X est connue a un facteur de proportionnalité pres :
T =020 0U o2 est un parametre et ou Q est une matrice connue.

21



Pour conserver une certaine analogie avec la modele linéaire ou #17, =N
on utilise parfois une regle dite de normalisation en imposant : #Q=N.

2.1 Sphéricisation du modele

Puisque Qest symétrique de type positif elle est diagonalisable dans
le groupe orthogonal :

3H/H'=H ',Q=HDH',D = diag(d{ ,d3,...d%),d; > OVi

on construit une matrice Q* = HD™?H', avec D? = diag(d;*,d,",....d,") €t on
transforme les variables en posant :

y*: Q—l/Zy X*: Q—l/ZX u*: Q—l/Zu
on obtient le modéle sphéricisé qui est un modele linéaire :

V'=X*b+u*
Ev*=0,Vu*=0?1l,

Le modele linéaire généralisé possede toutes les propriétés algébriques et
statistiques du modele sphéricisé.

2.2 Méthode d’estimation du modéle linéaire généralisé : MCG

Théoreme de Gauss-Markov : Le meilleur estimateur linéaire et sans biais
(BLUE) de best I’estimateur des MCO sur le modeéle sphéricisé :

5 — (X*'X*)_IX*')/*
— (XIQ_lX)_lX'Q_ly

Remarques : i) Cet estimateur est appelé estimateur des moindres carrés
généralisés, MCG.

i) Il est sans biais et sa  variance  est:
Vb =c(X* X*) " =o(X' QX))

22



iii) On définit un estimateur sans biais de o2par :

2

o
2

_(y—Xb)Q(y— Xb)

N-K

N-K

iv) Si le modele est normal : u ~ N(0,02Q), 0n a:

b~ N(b,o(X' QX))

2

(N-K)Z = 7N - K)
o

Dans ce cadre b et

N-K

et ces deux variables sont indépendantes.

a2sont les estimateurs du maximum de vraisemblance.
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Chapitre 5 : LE MODELE QUASI-LINEAIRE

1. Introduction

Le modéle linéaire généralisé suppose une connaissance presque parfaite de
la structure du deuxieme ordre du modele :

y=Xb+u, X(NxK),rgX =K
Eu=0,Vu =020

ou Q est une matrice connue. On ne peut en pratique laisser libres tous les
parametres de cette matrice symétrique. On recourt ainsi a I’hypothése

suivante: 35:® > & ou & est I’espace des matrices symétriques définies
positives et ® c R”, avec m=1,2 ou 3 en pratique, tel que 36 6,5(0) =Q. On

suppose S injective (identifiabilité de 9).
Définition : On appelle modele quasi-linéaire :

y=Xb+u, X(NxK),rgX =K
Eu=0,Vu=0%500),0c®cR"

on ne détaille pas a ce stade les propriétés de régularité de S.
Exemple : u, ~ MAQ), u, =&, +0¢, ,, (&,) =~ BB(c?).

2. Propriétés des estimateurs usuels

2.1 MCO,MCG

MCO: b=(X'X)"X'y ,MCG: b =(X'QX) X' Q.

b est véritablement un estimateur au sens o il est calculable ; » est une
référence idéale car Q est inconnue !

b et b sont sans biais.

Les programmes informatiques calculent une estimation de la variance de 5
par :

2

y—Xb
N-K

Vh=562X'X)" avec &2=
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alors que :
Vb =c(X'X)' X' QX (X' X)™

Théoreme de Greenwald : Soit w,,, les éléments de Q et x,, les observations sur
les variables exogénes :

K
2
Yn = Zxknbk +ty, COV (U ) = O @y
k=1

Si la covariance empirique cov, (@, ., x, x,.) >0 alors Evarb, <varb, .

nn'?

Remarque : L’estimateur de la variance produit par la méthode des moindres
carrés est un estimateur biaisé et il existe de nombreuses circonstances ou il sous
estime les veritables variances, biaisant ainsi fortement les tests de significativité
entre autres.

2.2 MCQG

Soit 6 un estimateur de 6. On peut proposer un estimateur de Q en calculant :
Q=5().

Définition : »*=(X'QX)x'Q*y est appelé estimateur des moindres carrés
guasi géneralisés, MCQG.

Propriétés des MCQG : - »* n’a pas nécessairement d’espérance ; s’il en a
une il est en général biaisé... mais cf plus loin...

- méme si la loi de la perturbation est connue, le
calcul de la loi de »* n’est pas possible en général. On recourt alors a des
expériences de simulation ou aux approximations asymptotiques.

Voici deux theorémes un peu ad hoc !

'A_l |A—1

Théoreme : Si PIimXQTX existe et est inversible et si PIimXQ “_0 alors

Plimb*=b. Plimdésigne la limite en probabilité.
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Théoréme : Si

1-1
XX — O ou QO est une matrice inversible,

Plim%X'(ﬁl ~—0Hx =0,

Plim—— X' ( Q" QM =0,

NG

Q?yest un vecteur de variables indépendantes et identiquement
distribuées,

alors : PlimyJN(b*-b)=0.

Remarques : Autrement dit les estimateurs des MCG et des MCQG ont méme
loi asymptotique.

X'O'x

VN (b*-b)—L> N(0,520™") puisque Plim = on « approxime » la loi de

b* par la loi normale N(b,c2(X'Q1x)™).

Les expériences de simulation montrent dans de nombreuses circonstances que
cette approximation n’est pas bonne pour des échantillons de taille modéreée : de
quelques dizaines a quelques centaines...

Disposer d’un estimateur de ¢ convergent ne garantit pas que Plim(*—b) =0.

Si les perturbations sont normales la derniere hypothése du théoréme est

verifiée. Si les autres hypothéses le sont aussi alors I’estimateur des MCQG est
asymptotiquement efficace.
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2.3Modele quasi linéaire normal: Maximum de vraisemblance.

=Xb+u, X(NxK),reX =K . e .
{y u X(NxK).rg 0 — 5(0) injective.

u~ N(0,525(0)),0'= (6,,0,,...0.)

Log-vraisemblance :
L(b,0%0) = —%Loan —%Logaz—Log det S(0) —%u'S(@)‘lu aveC u=y—-Xb.
O

Equations de vraisemblance :

O L=xs@)tu=0
ob

5
d0?

O = tr(02S(0) - un')o 2 -2 S(@) T =0,k =12,...m
00, 00,

L = tr(c2S(0) —uu')S(@) ™ =0

On en déduit :

b*=(X'SE) " X)X'SE" !y
B u*' S(0%)u*

N
u*=y—-Xb*

o*

ou b*,02* sont les estimateurs du MV de b,52 respectivement et ou 6* est celui
de ¢ défini implicitement par le systeme :

SO*) 7 =u*'S(O%)  u* k=12,...m.

(™) {0'2 * 1S (6) 82"

« Estimateur en une étape » et calcul itératif du MV :

1) Il existe en général une valeur ¢, de ¢ telle que 5(4,)=1, .

ii) Calculer b*(6,) = (X'S(6,)*X)*X'S(6,) y=(X'X) X'y =b ,

u*(6,)'S(0) u*(8) _a'i _
N N

o2,

u*(0,)=y-Xb*(0,)=y—Xb=10 et o2*(6,) =
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i)  En déduire 6, =0*u*(g,))solution du systeme (*) dans lequel
u*=u*(,)=u et o?*=02*(6,)=02.

iv)  Calculer 6*(6,)=(X'S@,)* X)"X'S©@) "y ...

Propriétés :

1) Les estimateurs « en une étape » et du MV sont des estimateurs des
MCQG.

i)  Ces estimateurs sont distribués symétriquement autour de », la vraie
valeur du parametre.

iii)  Si les esperances de ces deux estimateurs existent (!), ils sont sans
biais.

Information de Fisher :

Elle se partitionne de la maniére suivante :

1, =c°XQ*X,I_,, =01, =0

N 1 oas™
If: IbO'2 10'20'2 ]90.2 avec ]GZUZ=F,I@{02=—?‘2W aﬁk

1 -1
1y =L 85 508
2" 80, ” a0,

AN PET S )
S, k=12,....m

Ing 1520 lpo

Les estimateurs du MV des premier et second ordres sont donc
asymptotiquement indépendants.

3. Test sur la variance du modeéle : un exemple.

On considere le modéle :

y=Xb+u, X(NxK),rgX =K
u~N(0,028(0)),0 € R,m=1

On suppose de plus que pour @=0,S(0)=1/, et qu’on Ss’intéresse a
H,:0=0,H,:0=0.Sous H, le modele est linéaire ; il releve de la méthode des

moindres carrés ordinaires. On utilise pour ce probleme test, le test du score qui
repose uniquement sur les estimateurs (du MV) sous I’hypothése nulle.
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Résultat : Pour le probleme de test ci-dessus la statistique de test du score est :

(' An)?
262tr4?

Ss

avec A:%S(O). Sous H,, & est asymptotiquement distribué selon la loi du 4?2
a un degré de liberté, et tend vers +« sous I’alternative. Pour un niveau égal a
1-a, la région critique est :

s 2 721, M)

N
(z (&nﬁn—l)z
2
N =2 ~ (Np)? avec p
-1 Zﬁz
n=1 !

résultat de la régressionde «, sura,, . u,=pu, , +&,.

Exemple : (u,) = MAQ)OU (u,) ~ AR(D) © & =

Remarque : Le test ne tient compte que de la forme de S(9) au voisinage de
60=0:85@)=1y+64+....

3. Propriétés de I’estimateur des MCO

3.1 Propriétés statistiques de I’estimateur des MCO

Sans tenir compte de la structure de variance du modele linéaire
géneralisé I’estimateur des MCO est une alternative simple a I’estimateur des
MCG.

Propriétés : i) b=(X'X)™ X'y estun estimateur linéaire et sans biais.

ii) Sa variance est : Vb =o2(X' X) ™ (X'QX)(X'X)™ et ¥b—Vb est une
matrice semi définie positive.

iii) Si 5est un estimateur linéaire sans biais I’estimateur des MCO
-
oO°c=

xb|° _ o PPN
—”de o2est un estimateur biaisé : 62 = 022" r(X' X)X QY
N-K N-K

3.3 Cas d’éqalité des MCO et des MCG

Théoréme de Kruskal : = bj< 37/Qx = X7}
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Remarques : i) Ce théoréeme est valable lorsque Q@ n’est pas inversible.

I1) La condition ci-dessus ce traduit aussi par : QL(X) c L(X) ; soit
si Qest inversible par L(x)est invariant par Q.
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Chapitre 6 : HETEROSCEDASTICITE

1. Généralités
-Nuage en entonnoir

-Un exemple: Le modele linéaire simple avec hétéroscédasticité
proportionnelle.

{yn =a +bxn +un,l’l =1,2,...,N

Eu, =0,varu, =o?,cov(u,,u,)=0,n=n'

Spécification proportionnelle a une variable exogéne : o2 =s2z, oU z, est une
variable positive observable et s2 un parametre.

Sphéricisation :

Y 1 X 4
n__ b n , :—n’ =1,2,...,
\lzn ‘ VZn ’ \lZn +gn gn \/Z ! N

Eg, =0,vare, =s3,cov(e,,&,)=0,n=n'

L’estimation de ce modele spheéricisé releve de la méthode des moindres carrés
ordinaires.

-Modeles a coefficients aléatoires :

y,=a,+bx +u,n=12..,N

a, a a, o’ o, O
E|b, |=|bV|b, |=|0,, ol O
u 0 u 0 0 o?

n n

Les vecteurs (a,,b,,u,) n=12,.,N ne sont pas corrélés. Ce modele s’écrit de
maniere équivalente :
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{yn =a+bx,+¢,,¢6,=(a,—a)+(b, -D)x, +u,,n=12,..,.N

Ee, =0,vare, =0’ +02+20,x, +o/x’,cov(e,,&,) =0,n # n'

2. Méthodes  d’estimations :  exemple de  I’hétéroscédasticité
multiplicative :

De maniére générale o> = f(z,,6) ou f(,) est une fonction connue, z, des
observations sur un vecteur de variables exogénes, et ¢ est un vecteur de

parametres. On est dans le cas d’un modele a hétéroscedasticité multiplicative
si: f(z,,0)=exp(z,'0).
Pour un modeéle :

y,=x'b+u,n=12..N,x, €R"
Fu, =0,varu, =exp(z,'d),cov(u,,u,)=0n=n',z, € R’

I’estimateur « idéal » des MCG est :
~ N N
b= (z exp(-z,'0)x,x, ')’1Zexp(—zn ‘Q)y,x,
n=1 n=1

2.1 Le maximum de vraisemblance :

On impose de plus que le modeéle est normal :

avec D =diag(...,exp(z,'0),...) .

Les équations de vraisemblance du chapitre 5 produisent le systéme suivant ou
b* et 6* sont les estimateurs du MV de » et 9 respectivement :

N N
b*=(Q exp(-z,'0%)x,x,") " ) exp(-z,'0 M)y, x,
=1

n=1

N
>z ) exp(-z,'0%) -1 =0u, =y, —x,'b*
=1
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Ce systeme peut conduire a un estimateur en une étape ou a I’estimateur du MV
calculé par une méthode itérative comme il est suggéré au chapitre 5.

2.2 Méthode des régressions auxiliaires : MCOG

2
On remarque : Log(c?)=z,'@ donc si on pose : v, = Log(— ) = Logu’ —z,'0
exp(z,'0)

on voit que v, est distribue selon une loi Log(x*(1)), or :

ELog(y* (1) = -1,2704
VLog(y* (1)) = 4,9348

AInsi :

Logu,% =z, 0+v,,n=12,...,.N
Ev, =-12704,varv, = 4,9348

les perturbations v, sont indépendantes. On voit apparaitre un modele linéaire
auxiliaire en remplacgant dans le modéle ci-dessus «, par u, le résidu des MCO.
On obtient un estimateur 6 de 6 en «régressant » Logii’ +1,2704 sur z,. On
calcule ensuite un estimateur des MCQG de b par :

- N N N ~
b= exp(-z,'0)x,x," )" D exp(-z,'0)y,x,
n=1 n=1

Cet estimateur est convergent et asymptotiguement normal et équivalent a
I’estimateur »*, ce qui n’est pas le cas de @ vis a vis de 9*.

3. Test de I”’hypothése d’homoscédasticité contre celle
d’hétéroscédasticité

Le probleme de test repose sur I’hypothese nulle d’homoscédasticité
H,: o’ =0?Vn ; I’alternative d’hétéroscedasticité variant selon les modeéles.
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3.1 Test historique de Goldfeld et Quandt

Le modele est ;

y,=x'b+u,  x, e R*
u, = N(O,Gj),n =12,...,.N

les perturbations sont indépendantes et leurs variances sont liées a une variable
réelle positive z, .

La méthode de Goldfeld et Quandt est la suivante :

-classer les observations en fonction de z, croissante,
-déterminer la mediane des z,,n=12,..,Net éliminer ¢ observations de part et

d’autre de cette médiane : on élimine donc 2¢ observations.

-on obtient deux sous échantillons E, et E,dont le nombre d’observations est, si
Nestpair: (N/2)-c.

-Les MCO sur chacun des sous échantillons produisent SCR,,SCR, telles que :

R R
YR L W12 —e- ), 2

O—Z 02

= YA((N12)-c-K)

sous I’hypothese d’homoscédasticité. Calculées sur deux échantillons disjoints,
ces deux fonctions pivotales sont de plus indépendantes. Ainsi, sous H,,

SCR,

SCR, ~F(N/2)-c-K,(NI2)-c—K)

La région critique peut prendre I’une des trois formes suivantes selon que sous
I’alternative on sait que :

1) la variance est corrélée positivement a z
2) corrélée négativement a :
3) sans idee a priori sur le signe de cette corrélation

1) : clz{ggg SFa((NIZ)—c—K,(NIZ)—c—K)}
2) :Cy ={§g§i 2Fl_a((NIZ)—c—K,(N/Z)—c—K)}
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3) :

SCRy N N SCR; N N
Cs = >F (e - K, > —c—K), <F jo(>cc—K, > K
3 {SCRZ a2 5 ) SCR, al2( 5 )}

3. Le test de Breush et Pagan

- p AY
Le modele est normal et la forme de la variance est: o2 = h(6, +>.6,z,,) OU A
j=2

est un fonction quelconque. Le probleme de test prend néanmoins une forme
paramétrique :

Hy:0,=0,=..=0,=0,H,:3j,2< j<pld, #0

C’est un test du score. Sa mise en ceuvre repose donc sur les estimateurs sous
I’hypothese nulle, c’est-a-dire sur les estimateurs des moindres carrés. Si «, sont

les résidus des MCO, la mise en ceuvre pratique repose sur deux régressions
auxiliaires :

~2
u,SUr cte,z,,,z,,,...

.z, qui produit SCRr,
-u2suUr cte qui produit SCR,

La statistique de test est :

SCR, — SCR
— N 1 2
Spp T SsCR,
R, — SCR .
Sous H,, &, =N ¢ ;C;C 2L yp-1) et &, — +o sous I’alternative.
1

La région critique du test asymptotique pour un niveau 1—« est donc :

C= {fBP > 1t (P—l)}

3.2 Test de Szroeter

Ce test suppose que I’on sait ordonner les variances: Vu, =c?> = o?, <c?. Le
probléme de test est alors :

L2 2 .2 2
H,.oc ,=0.,VnH,6 .0, ,<0,,Vn
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Szroeter propose de calculer :

N ~
>
=t

2,

n=1
6N ,~ N+1
= h —
0 W/N2—1( 5 )

Sous H,:Q0—-->N(0]1) et sous H,:Q— +w. Il propose donc la région critique
suivante :

c ={o>u,,|

ou u, est le quantile d’ordre 1-« de la loi normale centrée réduite quand le test
est construit pour un niveau 1-«.

Remarques : ce test serait plus puissant que les deux précédents.

4. Approche de White

4.1 Le modele

(y,,x,),n=12,.. est une suite de vecteurs aléatoires iid de taille x +1et de carres
intégrable (e L2). On suppose que : E(y, /x,)=x,'b,V(y,/x,)=0c¥x,).

Pour un échantillon de taille N on obtient un modéle linéaire hétéroscédastique
conditionnel :

y=Xb+u
{E(u/X) =0,V(ul X)=D =diag(...,0%x,),...)

4.2 Loi asymptotique des MCO

R N N 1 & 1 & ‘
b=(XX) X'y = xx) 2 yx, = (52w ) 2y, —o(Ea') T Eyx =b
n=1

n=1 n=1 n=1
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N

h 1 ' _li N U x
W(b—b)—(ﬁzxnxn) W(Z 2 %,)

n=1 n=1

N
%anxn '—=— Exx', LFGN
=1

— > u,x, ——>N(0, Eu2xx"),TCL
Tv; X,

On en déduit que :

N (b-b)—5N(0,Q)
Q = (Exx") " E (u2xx")(Exx') "
Eu?xx') = EE(u?xx'l/ x) = E(E(u?/ x)xx") = Ec?(x)xx'

Remarques : Si le modele est homoscédastique o2(x) = o2et Q = o2(Exx")™ qui est
estimable de fagon convergente par 63(X'X/N)™.

Si o2(x) n’est pas corrélé (indépendant) avec (de) xx' alors Ec?(x)xx'= Ec?(x)Exx'.
Dans ce cas, Q= Ec?(x)(Exx')" a la structure de la variance des MCO pour un
modéle homoscédastiqgue. On montre que &2(X'X/N)™ est un estimateur

convergent de Q. Le modele de White montre ainsi que I’hétéroscédasticité
n’est un probléeme que lorsque la variance de la perturbation est corrélée avec
X, X

n’n'"

4.3 Estimation robuste de White

Les remarque précedentes montrent que la variance asymptotique de
I’estimateur des MCO peut étre estimée, dans le cas idéal ou les perturbations
sont connues, par :

Q*:(iix X ')’liﬁ:uzx X (iix x )7t
N n:1 n n N n:]- n n n N n:1 n n

On peut traduire matriciellement ce résultat :
Q* = (i)(')()*li)('z)*)((i)(')()*l
N N N

D*:diag(...,uj,...)
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A

White démontre que remplacer »> par > ne modifie pas les propriétés de
convergence ; il propose d’estimer Q par :

O* = (i)(')()*li)('[)*)((i)(')()*l
N N N

A

D* =diag(...,0%,.), 01, =y, —x,'b

not

On en déduit une estimation dite robuste de la matrice de variance de
I’estimateur des MCO, parce gu’elle est valable (convergente) avec ou
sans hétéroscéedasticiteé :

V*(b)=(X'X) X' D*X(X'X)™

4.4 Test d’hétéroscédasticité de White

Les considerations précédentes montrent que la détection de I’hétéroscédasticité
est importante lorsque les variances des perturbations sont corrélées avec les
éléments de X’X. White propose un test de type Breush et Pagan fondeé sur la
rEQression de 2 SUI cte, X, , Xy, v X gy Xy s Xor yeees X oy yeves X X veos K # k' AINSI lOrsque
le modéle est simple on calcule SCR, a partir de la régression du carré de la
perturbation sur cte,x,,x’.
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Chapitre 7 : Régression multivariée, modeéle de réqressions

empilées

1. Définition

Le modeéle de régressions empilées concerne le traitement simultané de plusieurs
variables endogénes reliées a un groupe de variables exogenes par des modéles

linéaires.

Exemples : modeles de consommation
modeles de production
modéles VAR

2. Formalisme

G variables endogenes : y,,,g=12,.,G,n=12,.,N

G modeéles linéaires :

Ke
‘yg" - Zx b +ugn’g =l!21---,G,n =1,2,...
k=L

gkn™ gk

« empilement » :

y =Xb +u

-1 -1
y =X,b, +u
- g -g
y =X:b; +u
_ G -G

avec: y', = (ygl,ygz,...,ygN),g =12,..,G.

Ce modele est souvent qualifié de « modele SUR », seemingly unrelated

regression.
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Hypotheses sur les perturbations :

- bonne spécification : Eu,, =0,¢g=12..,G,n=12,..,N

- corrélation pour une méme observation : cov(u
corrélation  entre  deux

- pas de
cov(u,,,u,,)=0,Vg,Vj,Vn+m

gn’

2= (O-g/)’lfnlz (uln Uy, ""’an)

Notations :
Eu u '=2Fu u '=0nzm

-—n —n -—n —m

3. Utilisation du produit de Kronecker

X, O
le 0 X,
Y=| .. |= .
yG X
0 0

avec: u '= (ugl,ugz,...,ug,\,),g =12,..,G.
-8

Y=2b+U

ouly
EU =0,1U =

Ol y

G G
ou Z(NGx Y K,),b(D K, x1)
i=1 =1

anltn) =0y

0
b, u
AP I o
0 || bg u
-G
X |
Oyl
=X®I,
Ooely

4. Les cas d’équivalence des MCO et des MCG

4.1 MCO

xX'x, . o T Xl'yl

b=(Z'2)*2Y=| . . . .= .
0 . X' Xg X'y (Xo'Xg) X5y
-G -G

(Xlle)ilely
-1

observations

Vg,Vj,Vn

différentes :
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autrement dit « MCO sur I’ensemble = MCO équation par équation »,
Mais, attention, 75 n’est pas une matrice bloc-diagonale.
4.2 MCG

b=(Z3'®1,2)* 725 1, Y

Théoréme de Zellner (formulation de Monfort) :

Si V(i,j) e ,2,.,Gf : L(X,)=L(X,) OU o, =0 alors: b =b.

Remarque : cette condition est suffisante mais pas nécessaire.
Démonstration : application du theéoreme de Kruskal en montrant que
L(E®1,Z)c L(z)dans les conditions du théoreme.

Cas particulier : la régression multivariée ou modele linéaire multivarié.

Dans ce cas il n’y a pas de contrainte sur *, mais X, =X, =..=X,=X.
Y=1,®Xb+U = MCO=MCG

5. Estimation des MCOG

Cette procedure ne présente d’intérét qu’en dehors des cas d’application du
théoreme de Zellner.

5.1 Description de la méthode

a) Estimations de .

La mise en ceuvre des MCO sur chaque équation produit un estimateur sans
biais b de », etun vecteur derésidus u =y - X, b On remarque alors que

& -z

Ei u'=oc,rM M, avee M, =1, - X, (X,'X,)"X,", g=12,..,G. On propose

iy
donc un estimateur sans biais de o, etde = :

u u R
G.=—1"1 (6.
boM M, (@)
Remarque : = est un estimateur sans biais, mais cette matrice n’est pas
nécessairement définie positive. On lui préfere en général I’estimateur suivant :
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u'u
55

N R)WN-K)

~

Y= (c;)

o

Par construction £ est définie positive mais n’est pas nécessairement sans
biais...sauf pour les éléments de la diagonale !

b) Estimateur de b

C’est I’estimateur des MCQG : »*=(z'2'®/1,2)'Z'3'®I,Yy avec =3 ou
$=3.

Propriétés :

- si les perturbations sont normales, »* est sans biais ( voir les propriétés du
MYV et de I’estimateur en une étape au chapitre 5).

- b* est un estimateur convergent et asymptotiqguement normal ( voir les
théoremes du chapitre 5 ; ici les conditions de ces théoremes sont faciles a
verifier car = est de dimension fixe).

- les expériences de simulation montrent que »* est meilleur au sens de
Ierreur quadratique moyenne (variance) que 5.

- b* est d’autant meilleur que les variables explicatives des diverses
régressions sont orthogonales...

- les MCQG sont programmeés dans SAS : proc syslin.

6. Le maximum de vraisemblance

On empile pour cela les G équations observation par observation :

vy = B x +u ,n=12,..,.N

o (GxK) =n —-n
K est le nombre de variables exogenes différentes dans I’ensemble des
régressions. La gieme ligne de la »ieme observation est :

Y an :ng tu,,

-n

ou B, est le vecteur ligne de dimension x dont les éléments sont les coefficients
bbby COIrEspondant aux variables exogenes presentes dans I’équation

e Dyaien
get qui sont égaux a 0 pour les autres variables du modeéle global. Ainsi le

modele linéaire multivarié correspond a une matrice B « pleine » c’est-a-dire
sans élément égal a zéro.
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Dans cette écriture et avec I’hypothése de normalité des perturbations les

vecteurs aléatoires » ,n=1.2,..,N sont Niid(0,X).

La log-vraisemblance :

N
L(B,Z)=—N7Glog(27z)—%log(det2)—%Z(y ~Bx YTy —Bx)
R n 0 -n
- —NTGmg(z;r) —%Iog(detZ) —%trZ’lHN

N
avec Hy=>wu u 'etu =y —Bx .
n=1 -n o

—n —n -n

Equations de vraisemblance :

Comme tout modele linéaire généralise les équations de vraisemblance des

parametres b se résolvent selon un estimateur des MCG :

b*=(Z'2* ' ®I1,2)*Z'S*  ®I,Y

Celles relatives aux parametres de x s’écrivent sous forme matricielle :

oL _| oL =—ﬁz—1+52‘1HN2—1=0
ox oo, 2 2

équations qui produisent :

l * - * 1 N * * * 1 *
2= H) Soit o, =—>uju, avec u, =y, —x 'b,.

n=1 -8

Remargue : - I’estimateur du MV est un estimateur des MCQG iteré.

- = * est symétrique semi-définie positive.

7. Un exemple de test asymptotique

Soit le modele :

Y=Zb+U
U=N@0,2®1,)
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et le probléme de test: H,:Rb=r,H, :Rb#r.

La forme des équations de vraisemblance conduit a un maximum de la
vraisemblance de la forme suivante :

L(B*,x*) = —% log(27) - % log(det =*) — %

ce maximum ne dépend que de =* ; ceci est aussi vrai pour I’estimation sous
contraintes sur ». Le test du rapport des vraisemblances a donc la forme
suivante si I’on pose :

Estimation sans contrainte : B*,x*
Estimation sous contrainte (H,) : B,*,Z,*
Statistique du rapport des vraisemblances :
detX, *

Ewr = =20L(By* 20"~ L(B* 24} = Nlog (- =

)

Sous H,, &, —5> y2(rgR), SOUS H,, &, —> +©.
Et la région critique asymptotique est pour un test de niveau 1-« :

¢ = { Ry 2 /1/12—05 (’”gR)}: {dEtzo* > oV aleh) detZ*}
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Chapitre 8 : Autocorrélation des perturbations

1. Introduction et définitions

Modeles pour séries temporelles a temps discret ( données trimestrielles,
donnees annuelles).

Modélisation de phénoménes de persistance, de rémanence dans les modeles
économétriques . Modélisation des constats fréquents d’enroulement des séries
observées autour du modéle linéaire estimé.

Utilisation des modeéles de séries temporelles stationnaires. Modélisation des
perturbations par un AR(1) :

u, =pu,, +¢,(g)=BB(c?)

Lorsque |p| <1 , la solution stationnaire au sens large de I’équation de récurrence

précédente est : u, = ip’g,f, . On en déduit :

=1

o? , 02
’Cov(ut’ut—n) =p

Eu, =0,Vu, = :
1-p7) 1-p?)

St u'=(uy,uy,..,u;),Vu=0c2S(p) avec :

1 p p?
- p 1 p p'
2 -3
o, = Sp)=| p2 p 1 P’
1-p3
prl 1

Définition : Le modele quasi-linéaire a autocorrélation des perturbations est :

yo=x'btu,t=12,..T
u, = pu,, +£,|p|<1(s) ~ BB(c?)

ou
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y=Xb+u,X(T'xK),rgX =K
Eu=0,Vu=0cS(p)

2. Les estimateurs usuels

2.1 Les MCO

b=(X'X) X'y, Eb=b,Vb=c(X'X)"X'S(p)X(X' X))

2

A

RN
Vb=6*(X'X)",62=—
T-K
T
PR
. t=j+1 . .
exemple : y, =bx, +u,,p>0,r, ==-——>0,; alors :
D%
=1
~ 0'2 ~
E62< o} Evarb <—— <var(b)

2
2%

t=1

2.2 Les MCG

Modéle quasi-différencié :

Vo= = —px, )b+u, —pu, = —px, )b+e,t=23,...T
Si p estconnu, ON POSe : y; =y, — py,_1,%, = X; — ;1 -

v =x"b+e,t=23,..,T
Eg, =0,var(g,) = 0%,c0V(¢,,&,) =0, Ve # ¢

C’est un modeéle linéaire dit « modele quasi-différencié » qui n’est pas
équivalent au modele avec autocorrélation.

Modeéle sphéricisé :

Ajout d’une premiére observation au modéle quasi-différencié :

y, =x,'b+u, est d’espérance nulle, sans corrélation avec ¢,,r=23,..,7 mais sa
variance est différente de celle commune aux ¢,. En revanche :

\/1—,02)/1 = \/1—p2xl'b+ V1= p%u,
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produit un perturbation dont la variance est égale a la variance des ¢, :

1-p?n zﬁx1|b+5ll’5llzﬁ“1
y, =xb+eg,t=23,..,T
Eeg'=0,var(e,') =0?% Eeg, =0,var(e,) =0t =23,...,T
cov(g,',g,)=0,cov(e,,&.)=0,t>1t =1

Les estimateurs des MCG de »,52 s’obtiennent a partir des MCO sur ce modele
sphéricisé.

3. Les procedures d’estimations : p_inconnu.

3.1 Procédures de type M-estimation

Le modele quasi-différencié conduit a la procédures de moindres carrés non-
linéaires fondées sur la fonctions objectif :

f(b:p) = Z(yz ~PVia— (‘xt - pxt—l)'b)z

La minimisation de cette fonction ne pose pas de probléeme numerigque, mais on
peut encore trouver dans des anciens articles d’économétrie des reférences a des
méthodes d’estimation iteratives (Cochrane-Orcutt) ou par balayage (Hildreth-
Lu).

3.2 MCQG : méthode de Durbin

Pour appliquer la méthode des MCQG, il convient de disposer d’un estimation
préalable de p . Durbin a proposer d’estimer par les MCO la version

autorégressive du modeéle quasi-différencie sans tenir compte des contraintes
non-linéaire sur les coefficients des variables.

y.=py,,+x,'b—px 'b+s,t=23..T

qu’on écrit avec de nouveaux parametres :

.=y, +x,'p+x'y+¢e,t=23..T

Les MCO (sans tenir compte de la contrainte y+ pg=0) produisent un
estimateur p de p égal & &. On ne retient pas 4 comme estimateur de 5 en
raison des risques de multicolinéarité entre x, et x, .

47



On calcule ensuite I’estimateur des MCQG avec p=a, ce qui peut étre réalisé
en utilisant le modele sphéricise.

3.3 Le maximum de vraisemblance : les perturbations sont normales

Pour construire la vraisemblance on s’appuie sur le modele sphéricisé ou le
vecteur des perturbation est :

(V1= p%uy. 65,65, 67) = N(0,0%1;)
en tenant compte du Jacobien on obtient la log-vraisemblance :
T T 1 1 ) <
L(b, p,0?) = Y log 27z — B logo2 + E|09(1— p?) - 27‘_2[(1— puy + ;(uz - put—l)2:|
u, =y, —x['b

Les equations de vraisemblances produisent les estimateurs de 5,62 sous la
forme d’estimateurs des MCQG :

b*=(X'Q(p*) " X) " X'Q(p*) "y
T
o= %[(1— p*Au 2+ (u; - p*uf_l)z}
t=2
u: =V~ xtlb*
L’equation de vraisemblance relative a p s’écrit :

0, 60
op  o¥l-p?)

T T-1
G(p) == p)Q uu,y —pY ul) - po?
=2 =2

T
d°G =3, G(—l) =02 G(O) = zutut—l’ G(].) =-0?
t=2

Il existe donc une seule solution de cette équation en p comprise entre —1 et +1.

La procédure de maximisation qui respecte cette contrainte porte le nom de
procédure de Beach et McKinnon.
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4. Détection de I’autocorrélation

Le probleme detest: H,: p=0,H,:p#0

4.1 Test du score

L’equation de vraisemblance relative a o, évaluée aux estimateurs du MV sous
I’hypothése nulle est égale a :

T T
a G(O) Zutul—l Zutul—l o
—L =—— =t T4 =Tp ou p est le coefficient
P ljor0 O o’ 21:22
t

d’autocorrélation du premier ordre des résidus. Par ailleurs on constate que la
matrice d’information de Fisher est diagonale sous I’hypothése nulle et que :

—E%L(b,az,O) =T . Ainsi, la statistique du test du Score est :

0

(Tp): _ .-
s =T:sz

Sous H,, & —L— y2()et sous H,, & —+o. Pour un test de niveau 1-«, la
région critique asymptotique est : C ={£; > z2. ()}.

4.2 Test de Durbin et Watson

Il existe un test exact, avec une région d’indécision, qui repose sur la statistique
de test de Durbin et Watson :

T

Z(ﬁz _ﬁt—l)2
_ =2
d= r
>
t=1 t

Cette statistique est comprise entre O et 4 et est proche de 2(1- 5). On doit donc
s’attendre a ce que si p >0, 4 soit inférieur a 2, et que si p <0, d soit supérieur a
2, la valeur 2 correspondant a I’absence d’autocorrélation.

La loi de 4 n’est pas fixe sous I’hypothese nulle ; elle dépend des valeurs des
variables exogenes. Mais on peut trouver deux variables 4, et 4, dont les lois

sont indépendantes des valeurs des exogenes sous I’hypothése nulle et telles
que :
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d, <d<d,

les quantiles des lois de ces deux variables « encadrantes » ont été tabulées
initialement lorsque le modéle comporte un terme constant et plus tard pour tous
les types de modeles.

Mise en ceuvre

Probléme detest: H,:p=0,H,:p>0 ;seuil : 1-« ; d,,d;, les quantiles d’ordre
a des loisde 4, etde d, sous I’hypothése nulle, on propose la regle de décision
a trois niveaux :

d<d, = rejetde H,
d >d, = H, n'est pas rejetée

d, <d<d, =?

Remarques : 1) par précaution on rejettera I’hypothése nulle dans la région
d’incertitude. Des travaux ont établi le positionnement de la véritable valeur
critique dans I’intervalle d’incertitude en fonction de la périodicité des variables
exogenes...

2) pour le probléeme de test #,: p=0,H,: p<0 on utilise les mémes seuils que
précédemment avec pour statistique de test 4—-d.

3) La présence d’un phénomeéne d’autocorrélation est souvent le signe d’un
probléeme de spécification : omission d’une variable croissante avec le temps,
mauvaise modélisation d’une courbure de la forme fonctionnelle.

5. Prédiction en présence d’autocorrélation

5.1 Prédiction dans un modele linéaire généralisé

Soit le modele :

y=Xb+u, X(TxK)
Eu=0,Vu=Q

on cherche a prédire y_,z > T, sachant le vecteur des variables exogenes observé
enz>T, x, , et cov(u, ,u')=Fuu'=w'
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Si y. =E*(y./y) estlaprédiction linéaire de y_,ona:
y. =x."b+0'Q*(y— Xb)

5.2 Application

Dans le cas d’un modele avec autocorrélationetol r=7T+s ona:

w'=c2p (p" ™, p"? .., pl) on voit donc que : 'Q" = p*(0,0,...1) . On en déduit :
Vrey = X750+ p (00,00 (y = Xb) = X', b+ p" (v, X'y B) = X'y D+ pluy

En pratique on utilise y,,. comme predicteur de y,,. :

n* o o g N I
Vi =X b+ pluy !
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Chapitre 9 : Théorie des variables instrumentales

1. Genéralités

Exemple : le modele Keynésien élementaire. Notions de variables endogénes et
exogenes. Quelques éléments sur I’exogénéité.

C,=a+pY, +u,
Y =C, +1,,1, exogene

Hypothése : cov(Z,,u,) =0
Consequence : cov(Y,,u,) #0

2. Le cadre d’analyse

y est une variable endogene et x,,x,,...,x, sont des variables « explicatives »
d’une équation :

K
yszkbk +u=x'b+u,beR"
k=1

Fu=0,3k/Ex,u=0

On suppose pour simplifier que les observations sur les diverses variables sont
issues de tirages indépendants : (u,,x,,,...,x,,)Sont des vecteurs aléatoires iid du

second ordre (e L?).
3. Non-convergence des MCO
b= xx,) " Yy,
=b :— (anxn ';lZunxn

avec les hypothéses ci-dessus on voit que :

1 1 ~
Nanxn' - Exx',NZunxn — Eux,b —> b+ (Exx') " Eux # b
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4. Variables instrumentales

Soit H variables z,,z,,...,z, telles que :

i)Euz, =0,Vh=12,.,H,
i1)2,, 25,0y 2, €St un systéme indépendant de L (Ezz') ™ existe,

iii)rgEzx'= min(K, H), cette matrice est de rang maximum.
Les variables z,,z,,..,z, sont des variables instrumentales.

Remarque : pour sortir du cadre de I’échantillonnage (iid) on recourt a des
hypotheses moins fortes sur les limites en probabilité :
Plim N_lZunzn =0,Plim N_lzznzn': Q1 Q™ existe, Plim N_lZznxn' = R/rgR =min(H,K).

Exemple 1: y, =ay,_, + fx, +u,u, autocorrélé, x, et x_, sont des variables
instrumentales si x est une variable exogéne.

Exemple 2: y =p +u, Eu,=0Ex, #0,Eu,x, #0 alors z =1vn est une
variable instrumentale.

Exemple 3 : modele a équations simultanées.

5. Meéthode des variables instrumentales

Hypothése : (u,,x,,,...x,,,2,,,-.2,,) SONt des vecteurs aléatoires iid de carrés
intégrables (e L?) .

La premiére caractéristique de variables instrumentales implique :

Ez,y=Ez,x'b,h=12,...H

Le parametre » Vérifie ces conditions de moments dont les contreparties
empiriques sont :

1 1
Wzn:ynzhn = Wzﬂ:zhnxn'b,h =12,..H

Soit matriciellement avec des notations standards :

Z'y=7'Xb
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i) Si H <K le systéme ci-dessus a une infinité de solution,

i) Sl H=kK lesystéme ci-dessus a une seule solution : 5 = (' X)*Z'y

i) Si H>K, le systtme n’est en général pas compatible ; le probleme est
dit suridentifie.

Dans le cas iii), on se rameéne au cas ii) en réduisant le nombre d’instruments :
z,=Az OU 4 est une matrice de taille K x /7. Puisque Z, = Z4' on estime b par :

b(A)=(AZ'X) AZ'y
Ces estimateurs sont appelés estimateurs des variables instrumentales.

Propriété : Par construction : 5 (4) ———b. La convergence est presque sdre ou
en probabilité selon les hypotheéses retenues.

6. Loi asymptotique des estimateurs des variables instrumentales.

Il faut deécrire le modele jusqu’au second ordre et on le fait ici
conditionnellement aux variables explicatives et instrumentales :

y=x'b+u
Ewlx)#0,E(ulz)=0,V(ulz)=0?

On se place dans le cas iid.
a) Cas H=K :
Propriété : VN (b —b)—->N(0,%),% = 0¥ Ezx') “Ezz'(Exz')
Remarque : la matrice ) peut étre estimée par
72X .77 ,X'Z ‘y‘XgHZ

> =52 - T=Ne2Z'X)'Z'Z(X'Z)* ou 52=‘
(N) N(N) (Z'X) (X'Z) N

« approximation » de la variance de b est Vb =52(2' X)) 2'Z(X'Z) .

et une

b) Cas H>K @ z,= Az
Propriété : N (b (4) - b)—-—> N(0,2(4)), =(4) = 6 AEzx") " AEzz' A'(Exz' A')™

Lorsqu’il y a suridentification le choix de 4 peut étre résolu en minimisant
3(A).

54



Estimateur des doubles moindres carrés.

Propriété : Si 4*= Exz'(Ezz')™" alors T(4)-x(4*) est une matrice semi-définie
positive VA4, de dimension K x H .

L’estimateur des variables instrumentales optimal est donc fondé sur
z,.=Exz'(Ezz")"z. En pratique on utilise 4*=Xx'Z(Z'Z)"qui conduit a
I’estimateur des doubles moindres carrés :

by =(X'Z(Z'Z) 7 X) X' 2(Z'2) 2"y
Remarques : 1) Remplacer 4* par 4* ne modifie pas la loi asymptotique.
2) L’estimateur des doubles moindres carrés peut étre calculé en deux étapes :

on projette orthogonalement le modele sur I’espace linéaire engendré par zZ
(P, =Z(z'Z) Z'") et dans une seconde étape on régresse P,y sur P, X .

7. Application : modeéle a erreurs sur les variables

Présentation sur le modéle linéaire simple.
7.1 Définition

y,=a+bx, +u,n=12,..,N

Les observations sont iid et x est indépendant de « ; x est exogene. Mais on ne
mesure pas correctement x. x est mesure par x* telle que : x*=x+¢ 0U ¢ est
une perturbation. Il vient donc :

y,=a+bx,*+v v =u, —bs ,n=12.., N

Ev,=0,E¢, =0,V (¢,) =0’

2
&

cov(x, *,v,)=-bo

7.2 Biais asymptotigue des MCO

cov(x*,y) b cov(x*,v) b bo?

20, * =), - 7)

n > (x, *—x*)2 var(x*) var(x*)  var(x®)

remarques : 1) on dit que I’estimateur des MCO est biaisé vers zéro.
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2) ce biais ne dépend pas de I’erreur sur I’équation : u, .

7.3 Problémes d’identification : modéles gaussiens

Le modele : y =a+bx,x ~ N(Ex,Vx) = Ey = a + bEx,Vy = b2Vx

. * — +u,u =~ N O,O'Z
Les variables observables :> ~ ( Z)
*=x+¢&e=N(0,0])

6 parametres libres a estimer:a,b,Ex,Vx,c,0>. Mais la loi des variables
observables ne dépend que de 5 parametres libres : Ey*, Ex*, Vy*, cov(y*, x*),Vx*

puisque :
(Nl =)
X Ex cov(x*, y*) Vx

Informations identifiantes :

k

=

Ey* .
a) a=0= b=——,estimable par b* =
Ex* *

=|

b) 62 =ko?, k connu  lorsque k=1 : régression orthogonale.

cov(z, y*)

c) variable instrumentale : cov(z, &) = cov(z,u) =0et cov(z,x) 20 . b=
cov(z, x*)

Exemple : le revenu permanent.

1. Méthodes des moments généralisés

Le modele de variable instrumentale ne définit I’identification des parametres
(du premier ordre) que par les conditions dites d’orthogonalités :

Ez, (y,—x,'b)=0,h=12,..H

ou en notation vectorielle E(y, —x,'b)z, =0

Ce cadre «linéaire » a été généralisé a des fonctions quelconques pour
I’identification d’un parametre ¢ estimable a partir de variables observables w,

telles que il existe un ensemble de fonctions &, (w,,0), j =12,..., # vérifiant :
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Eh;(w,,0)=0,j=12,..H
ou Eh(w,,0) =0,h(.,.)'= (B (-,.)ye0r 1,y (12))

Ces H conditions sont supposées conduire a I’identification du paramétre
d’intérét ¢. Lorsque la densité de la loi de w, est f(w,6,) cette condition

d’identification se traduit en :
Eh,(w,,0) :Ihj(w,ﬁ)f(w,ﬁo)dw:O,j:1,2,...,H < 0=06,

Dans le cas du modele de variables instrumentales ou 6=5 et
h(w,,0)=(y, —x,'b)z, cette condition impose

que ! H = K et Ez, x, ' soit de rang maximum.

Pour estimer le parametre ¢ on distingue deux cas : le cas juste identifié (7 = K)
et le cas suridentifié (H > K).

a) H =K :onestime ¢ par la méthode des moments en résolvant le systeme (en
général non-linéaire) :

N
Z_;hj (w,,0)=0,j=12,..H
Ces équations ont le plus souvent une seule solution 6, .

N ~
Exemple : Z(yn —x,'b)z, =Z'(y-Xb) =0 b, =(Z'X)"Z'y.

n=1

b) # > K : le systeme précédent est en général incompatible ; on estime ¢ par la
méthode des moments genéralisées qui consiste a minimiser le critere suivant :

o(S) =argmin(>_ h(w,,0)' S h(w,,0))

ou S est un matrice symétrique définie positive.

Remarque : la méthode des moments généralisés se réduit a la méthode des
moments lorsque 7 =K .

Propriétés asymptotiques : 1) 6(S) est un estimateur convergent.
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2) VN ((S) - 0)—— N(0,%(5))
1 -1 1 1 -1
avec Z(S): E%SE—% E%SVhSE—ah E—ah SE%
00 00’ 00 00' 00' 00

Remarque : la deuxiéme partie de ce théoreme se démontre tres facilement dans
le cas iid. Lorsqu’on a affaire a des processus ergodiques ces résultats restent
valables.

Exemple : dh,=Z'(y-Xb),S=(2'2)" la  fonction objectif  est
(y-Xb)Z(Z'Z)*Z'(y — Xb) qui conduit a
b(Z'2)Y=(X'Z(Z'2) 2’ X) ' X'2(2'2)"2'y C’est-a-dire & I’estimateur des
doubles moindres carrés.

Propriété d’optimalité asymptotique : Si s*=ra" alors 2(S)-X(S*) est semi-
définie positive vS symetrique définie positive.

Estimation en deux étapes: L’estimateur optimal fondé sur S* n’est pas
utilisable en pratique. On utilise donc $* fondé sur une estimation préalable de
la variance Vh. Ainsi on calcule par exemple dans un premier temps
6(1) I’estimateur des moments généralisés avec S =1/ et on en déduit :

Ph = %Zk(wn B)h(w O(1)), % = Vit et H(S)

Cet estimateur de & possede les méme propriétés asymptotiques que celui fondé
sur S* ; il atteint donc la borne de la variance asymptotique des estimateurs des
« MMG » (GMM en anglais).

Exemple : dans le cas des variables instrumentales :
b(I)=(X'ZZ'X) X' ZZ'yii, =y, —x,'b(I),h(w,,b(1)) =D 1,z, .

n

On obtient une estimation préalable de 77 :
Vh = %Zﬁfznzn' = 7'DZ avec D = diag(i? 42 ,...,0%).
L’estimateur en deux étapes de b est finalement égal a :

b(S¥)=(X'Z(Z'DZ)*Z'X) X' Z(2'DZ)*Z'y
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C’est I’estimateur optimal des MMG ; il surclasse I’estimateur des doubles
moindres carrés lorsqu’il y a hetéroscédasticité : vz, dépend de . Cf. le chapitre

6 et I’estimation robuste de White pour la variance des MCO...
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Chapitre 10 : Séries temporelles

1. Introduction

Les séries temporelles modélisent des données mesurées a des intervalles de
temps réguliers (par exemple des données macroéconomiques, des données
financiéres,...). On peut considérer une serie temporelle univariée ou
multivariée (processus vectoriel). On fera des études en temps discret donc on
indicera les séries de fagcon dénombrable par I’entier relatif z.

2 . Formalisme, définitions, premiéres propriétés

On considére les observations, sur des dates /,..., T, x;,..., xy réalisations des
variables aléatoires X, ..., X7: (,A,P) > R, o eQ est un état de la nature tel que

xt:)(t(w)-
Dans la suite, on supposera vz e Z, X, € I?(Q, 4, P)

On appelle (x,),.,processus stochastique et (x),,est une trajectoire du
processus.

2.1 Stationnarité

Définition (X,),., est un processus stationnaire au sens strict (ou fortement
stationnaire) si et seulement si :

VneN,V(t,...,.t,),vhe Z, laloi de (x,,..., X, ) estidentique a la loi de
(Xt shre-r Xy )

Définition (X,),c, est un processus stationnaire du second ordre (ou
faiblement stationnaire) si et seulement si :

() VieZ,E(X,)=m
(i) YteZ,NYheZ,Cov(X;, X,y p)=y(h)

y(h) est I’auto-covariance d’ordre /4 du processus.
A partir de (i7) , on déduit, pour h=0: VieZV(X,)=0c?=y(0)
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Si un processus est stationnaire au sens strict alors il est faiblement stationnaire.
Si le processus est gaussien alors il est stationnaire au sens strict si et seulement
s’il est faiblement stationnaire.

Lorsque m=0 et, pour h+0, y(h)=0, le processus (g),c, €st un bruit blanc

faible noté BB(0,0°). Si on suppose également que les ¢ sont i.id., alors le
processus est un bruit blanc fort.

Remarque Une marche aléatoire et une tendance deterministe ne sont pas
stationnaires.

Définition On appelle fonction d’autocorrélation d’un processus stationnaire
(X,),., la fonction a valeurs dans Z définie par :
VheZ, p(h)= 7(h) =Corr(X,,X,.,)

7(0)

Sa representation graphique est appelée auto-corrélogramme théorique.

2.2 Polynémes retard et avance

Définition L’opérateur retard L (lag) ou B (backward) est défini sur la classe
des processus stationnaires comme étant :
L: (X)iez = (Y)iez tel que ¥, = X

t

De méme :
F: (Xy)iez = ()iez tel que Y, = X;yq, noté FX; =X,y

Définition A tout polynéme P de degré p, on associe un polyndme retard P(L)
défini par :

P P
P(L)X, :[ZakLkJ X, :ZakXt—k
k=0 k=0
On définit de facon similaire le polynéme avance a partir de I’opérateur F.

Remarque On élargit cette définition a des séries entieres en L ou en F
(considérées comme des polynémes de degré infini).

Définition A(L) est inversible si et seulement s’il existe B(L) série entiére telle
que : A(L)°B(L)=1d

Remarque Tout polyndme étant scindé dans C, I’inversion du polyndme se

ramene a I’inversion de mondmes de degré 1 de la forme (7-4L) dont on montre
qu’ils sont inversibles lorsque || #1.
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Proposition

(i) gest inversible si et seulement si ses racines sont de modules distincts de 1.
(i) Si toutes les racines sont de module strictement supérieur a 1, alors I’inverse
de # est une série entiere de rayon de convergence supérieur a 1.

2.3 Transformation d’un processus stationnaire par une moyenne mobile

infinie

Définition-Proposition Soit (X,),., un processus stationnaire et (q,),., une suite

de réels tels que Z‘aj‘<+oo. Alors ¥, =Y a X, est défini (p.s.) pour tout . On a
J J

les propriéetes suivantes :
(i) VteZY eL’(QA4,P)
(i)  (v)),.,est un processus stationnaire tel que

EY =m, = (Zajjm)(

jeZ

VheZy,(h)= Y aay(h+k-))

jkeZ

On dit que (Y),_, est la transformée de (X,),., par la moyenne mobile infinie
associée aux (a,)

jezZ "

Définition Si X, =&, — BB(0,5%) alors Y, — MA(wx) .

2.4 Autocorrélation partielle
Définition On appelle autocorrélation partielle d’ordre p

I’(p) = COI"]"(X, _EL(Xt|thl""’therl)’thp _EL(Xz—p|Xz—l""’Xz—p+1))
 Cov(X, = EL(X Xy X, ) X, = EL(X X o X))

\/V(Xz - EL(Xt|Xt—11"" Xt—p+l))V(Xt—p - EL(Xt—p|Xt—1""7 Xt—p+l))

On montre que r(p)=a, coefficient de X, dans EL(X,|X,,, ..., X.,).
Pour la démonstration, on utilise le théoréme de Frisch-Waugh.

On appelle auto-corrélogramme partiel la représentation graphique associee.
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2.5 Innovations

Définition La régression affine théorique de x, sur X, _,,..X,_ .. est la
projection orthogonale dans 7*(Q, 4,P) de X, sur H =vect(l, X, 1,... X;_p,...). On
note X, 3 =X, 4. X, ... et L(X,,) I’espace H.

Théoreme Soient (X,),., un processus stationnaire, X =EL(X,|X,_) la

régression affine de X; sur Z(&) et ¢ =X, — X, alors
() (&),.,€est un bruit blanc faible
(if) Cov(e,é...)=0 pour tout k>0

Définition (Processus des innovations) Avec les notations ci-dessus :
(i) (g),.,est le processus des innovations de (X,),_,

(if) & est ’innovation de X,
(iii) X, est la prévision optimale de X, ala date 7-1.

Théoreme de Wold Soient (.x,),_, un processus stationnaire et (¢,),_, le

processus des innovations correspondant.
Alors

@) ey Z|ak|<+oo et X, :m+2ak8,_k
K k=0

2.6 Densite spectrale et auto-corrélations inverses

Proposition-définition (densité spectrale) Soit (X,),c Un processus
stationnaire de la forme :

X, :m+§ak8,_k ou (g,),., — BB et Z|ak|<+oo

alors : -

(0) D)<+

(i) Voel-7.7], fy() ZZL Sy ()
a heZ

fxest la densité spectrale de (x)),_,

Proposition Sous les hypotheses précédentes, avec les mémes notations,
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fy(@) = ZJ/X (h) cos(ewh)

Tl hez

Proposition (injectivité) Sous les hypotheses précedentes, avec les mémes
notations,

rx ) =[" fr(@e™do=["_fy(@)cos(@h)do
On en déduit que (x,),_, est entierement caractérise par sa densité spectrale fx.

Définition (Auto-corrélations inverses)

Soit (X,),., tel que X, =Y as ; OU (5),, > BB ety |a|<+w

Jjez Jjez
On SUppose que o> ——— e~ est intégrable sur |- 7.7].
fx (@)
On appelle auto-covariance inverse d’ordre hde (X)),

rim={ —f( e o

L’auto-corrélation inverse d’ordre /4 est alors définie comme
o (h) = Vi (h)
7% (0)
Le graphe de I’auto-corrélation inverse est appelé auto-corrélogramme
inverse.

2.7 Estimations

On considere un processus stationnaire (.X,),_, tel que pour tout te Z, E(X,)=m.

On estime les grandeurs »h), oh), r(h)=a,’", fle), ¥h), J(h) et ceci sachant
qu’on observe X;,... , X7 (on assimile ici le processus et ses observations dans les
notations).

On prend comme estimateurs :

T
i =%2Xt = X;moyenne empirique,
t=1
- lh I Z(X XTXX, ) XT) auto-covariance empirique d’ordre
t=h+1
estimatlon acceptable si # n’est pas trop grand).
P p PY
yx(h)
N0

7(h) = a) dans la régression empirique (m.c.0.) de x, sur 1x,,...x, ,

7y (h)=
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. H . ., .
fX(a))zzi Z;?X(h)e’wh, le probléeme ici étant qu’on voudrait un H
T h=—H

suffisamment grand mais prendre un H trop grand est risque pour I’estimation de
7 x (1) . On prend alors un estimateur corrige :

REEE S R P
X 27, =y H+1 X

. %f_/
coefficient de Newey-West

Proposition Si (X,),_, est stationnaire alors tous les estimateurs présentes ci-
dessus sont convergents.

Démonstration Application de la loi des grands nombres.

Proposition Si X, =m+Y a,,_, 0l E(e') = 7 <+, alors tous ces estimateurs ont

>0
des lois jointes asymptotiquement gaussiennes dont les matrices de variance-
covariance sont calculables. On peut en déduire des intervalles de confiance
empiriques.

3. Processus ARMA et ARIMA : propriétés, estimation et prévision

3.1 Processus ARMA(p,q)

Définition Un processus stationnaire (X,),_,admet une représentation ARMA
(p,q) canonique minimale s’il vérifie une équation :
(L)X, = pn+0(L)g
ou
() () —> BB
(i)  ¢(L)=1-pL—..—¢,L", avec ¢, #0
(i) o(L)=1-6,L-..-6,L7, avec 6, =0
(iv) ¢ et o ont toutes leurs racines de module strictement superieur a 1

(représentation canonique).
(v) ¢ et 6 n’ont pas de racine commune (représentation minimale).

Remarques
- Il existe des solutions non stationnaires (qui ne sont pas des ARMA).
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- Si (X)),_, eststationnaire, alors les racines de ¢ sont de module distinct de

1. On pourrait considérer le cas ou ¢ a des racines de module 1 (c’est
compatible avec la stationnarite.
- Sionsuppose que ¢ et @ ont toutes leurs racines de module distincts de 1,

on peut toujours se ramener a la représentation canonique avec des racines

de module >1.
Proposition
- H
1) EX, =~-=
OBy

(i1) ¢(L)(X; —m)=0(L)e,
Remarque par centrage, on peut donc se ramener au cas ol x =0

Proposition (auto-covariance et auto-corrélation)
(i) Pour h>q, les y(n) etles p(n) vérifient les équations de recurrence d’ordre

p -
y(h) =@y (h=1)—..—p,y(h—p)=0

ph)—pp(h-1)—..—p,p(h—p)=0
(if) Elles décroissent donc vers 0 exponentiellement avec 4, pour 2>gq.

Equations de Yule-Walker L’équation précédente pour #=g+1,...g + p donne :
p(q) o plg+p-D) e | [pp+D)

plg+p-1) - p(q) ¢, \pP(P+q)
Quand o est connu ou estimé, on peut alors calculer les ¢;
Inversement, quand les ¢; sont connus, on calcule p(p +1),..., p(p+¢) qui
seront les conditions initiales pour le calcul de p(#) tel que #>g¢q

Définition Une représentation ARMA(p,0) est appelée représentation AR(p).
Une représentation ARMA(0,q) est appelée représentation MA(qg). On définit
également les représentation AR(«) et MA() de maniere évidente.

Proposition Sous les hypothéses précédentes,
(i) (Xx)),., admet une représentation AR(wx),
+00 +00
ZakX,_k =u+¢g OU ag=1 et Z‘ak‘<+°°
k=0 k=0
(i) (X,),., admet une représentation MA(wx),
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+00 —+00
X;=m+ Y bpg,_y OU by =1 €t Y |h|<+o0
k=0 k=0
(i) L(X,)=L(s)
(iv) (&),., estl'innovation de(x,),_,

Remarque

En vertu du théoréme de Wold, X, =m+B(L)g, 0OU (g),., est le processus des
innovations, si de plus X, — ARMA(p,q) alors B(L) :%

Propriétés On peut résumer dans le tableau suivant les propriétés des modéles
AR(p) et MA(Q)

AR(p) MA(Q)
p(h) | décroit exponentiellement vers 0 0si |r|>q etnonnul si h=g
avec
r(h) 0si |n/> p etnonnulsi i=p -
o (h) 0si |n/> p etnonnulsi i=p décroit exponentiellement vers 0
avec h

Remarques

- ARMA(p,q) = AR(x) ~ AR(P) si P grand

- ARMA(p,q) = MA() ~ MA(Q) si Q grand

Souvent, I’un des parametres (p ou g) est petit alors que I’autre est grand. Avec
I’approximation précédente on a alors moins de parametres a estimer.

3.2. Processus ARIMA(p,d,q)

Définition (représentation canonique minimale) (x,)_,,; €st un processus

ARIMA(p,d,q) en représentation canonique minimale s’il vérifie une équation
du type :

Ve20,0- L) (L)X, = u+0(L)e
ou
() (&)ez — BBO.0?)
(i)  ¢(L)=1-pL—..—¢,L7, avec ¢, #0

(i) o(L)=1-6,L-..-6,L7, avec 6, #0
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(iv) ¢ et o onttoutes leurs racines de module strictement supérieur a 1

(représentation canonique).
(v) ¢ et n’ontpas de racine commune (représentation minimale).

(vi) conditions initiales
7 = (X—l""’X—p—d'g—l""’g—q)

telles que cov(Z,&,) =0

Remarque Dés que 4 >1, ces processus sont non stationnaires.

Exemple la marche aléatoire est un processus ARIMA(0,1,0).

Proposition (1- L)? ¢(L) X, = #(L)A- L) X,, on pose ¥, =(1-L)? X,. ¥, suit alors le
processus :

(L)Y, = n+0(L)g
Sous les hypothéses précédentes, Y, =@1-1)?X, est alors asymptotiquement
équivalent a un processus ARMA(p,q).

Proposition (Approximation auto-régressive d’un ARIMA(p,d,q)) :

Avec les notations précédentes,

t .
34,(L), 4,(L) = Y al et ah =1

J=0 t
() € RPT et lim h(t) =0 J=1

t—+00

Proposition (Approximation moyenne mobile d’un ARIMA(p,d,q)) :

Avec les notations précédentes, sous les mémes hypotheses,

t .
3B, (L), B,(L) = D biL et by =1
J=0 ~
i tels que X;=m+B,(L)e; +h(t)Z

() e RPH et lim h(£) =0
t—>+00

Corollaire vt,¢ € L(Xg,..., X, 1, Z)
X, el(egyn& L Z) =g =X, - EL(XO\XO,...Xt 1,7) est le processus des innovations.
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Proposition (Calcul de E(x,)) Si I’on note m,=E(X,) alors m, verifie
w(L)m, = 1. On obtient ainsi :

Une équation de récurrence dont le polynéme caractéristique est
p+d+1 l

Une forme générale de la solution (pour xz=0et x4 #0).

3.3 Estimation d’un processus ARIMA

On dispose d’observations x;,...,xy de Xj,.., X7 qu’ou souhaite modeliser par un
ARMA ou un ARIMA. La demarche pour I’identification est la suivante :

(i) Choixded

(i)  Choix de (p,q)

(i) Estimation des coefficients (ce qui peut se faire par le maximum de
vraisemblance sous I’hypothese que les sont i.i.d.).

(iv) Phase de vérification

3.3.aChoix ded

Si X, > ARMA(p,q), p(h)décroit exponentiellement vers 0 avec ~ (pour
h>q). Si (X,),cz admet une racine unite, ce n’est plus vrai, il y a persistance

des chocs. En pratique, lorsque les 5y (k) restent proches de 1 ou décroissent

linéairement avec /4 alors le processus est sans doute non stationnaire. Dans ce
cas, on consideére la série des différences premieres dont on estime a nouveau
I’auto-corrélogramme. On réitére la procédure jusqu’a I’obtention d’un auto-
corrélogramme présentant une décroissance exponentielle.

On peut tester I’existence (ou I’absence) de racine unité. Soulignons 4
tests de racines unités usuels. Dans les trois premiers (Dickey-Fuller, Phillips-
Perron, Schmidt-Phillips), I’hypothése nulle est I’hypothése de non-stationnarité
de la serie. Dans le quatrieme (test KPSS), I’hypothese nulle est celle de la
stationnarité. Ces tests sont peu puissants.

3.3.b Choixdepetq

On suppose d determiné et on travaille sur la série stationnaire
Y, = (1-L)? X, suivant un processus ARMA(p,q).
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Choix de p On montre que, pour un AR(p) : T (7 (h) - r(h) ) —2->N(0,1)
On teste Hy:r(h) =0 contre H,:r(h)=0.On refuse Hy au seuil de 5% si

VT |fr ()| > 1,96 .
Sur I"auto-corrélogramme partiel, c’est dernier rang significatif.

Choix de g On montre que, pour un MA(g), pour h>q:
JT pr(h) loi
1% ()

On teste Hy: p(h) =0 contre H, : p(h) =0 avec un test de Student.

> Student

Sur I’auto-corrélogramme, c’est dernier rang significatif.

3.3.c Estimation des coefficients des polynémes
On a choisi d et divers couples (p,q) compatibles avec les données. Le modele
s’écrit :
V20,(1- L) g(L)X, = u+0(L)e,
On suppose que &;i.i.d. LN NT() )

Le parameétre & estimer est o = (¢y....¢,,0)....0,,0%).

On calcule I’estimateur du maximum de vraisemblance (EMV). On a recours
pour cela a une procédure de maximisation numérique (on utilise notamment les
équations de Yule-Walker pour I’initialisation).

3.3.d Tests sur les résidus

On verifie que (¢,),., est bien un bruit blanc avec le test du porte-manteau :

. 1 i .
pe(k)=—— Etét—h
T_1t=k+1
’ - — K
L ’auto-corrélation empirique d’ordre £ de &, estalors Qg =Tz,a§ (k)
k=1

Pour K assez grand (K >12), on montre que si (,),.z — BB(0,o2) alors

Ok —— 22 (K-p—-q)
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Remarque Ok peut éventuellement étre remplacé par

Ox'-T(r+2) 5 =1 52(0)
kle_k

3.4 Prévision

Définition La prévision optimale dans un ARMA(p,q) est définie par :
tXt*+j = EL(XtJrj‘&)
On trouve alors, dans un AR(p) :

h-1 p
* *
tXprj=H+ Z(/’jxt+h—j + z¢jxl+h—j
J=1 J=h

dans un MA(q) :
Sl h>q ; tX;:rj:m

- q
Sl h<q ; 1 Xpyj=m= 29j5t+h—j
j=h

Cette forme est exacte mais n’est pas utilisable en pratique car les ,,,_; ne sont
pas observés. On peut les calculer a partir des observations en utilisant la forme
AR() :

L) (X, ~m)=¢, & OL) X, =u+e OU = %

On en déduit la prévision optimale suivante :

h-1 00
* *
i Xprj = H= D@ X o= DA X
J=1 J=h

En pratique, on doit négliger les termes contenant x, pour t<0. On n’a qu’une
prévision approchée en tronquant.

Dans un ARMA(p,q), on se ramene, de méme, a une forme AR(w)

Dans un ARIMA(p,d,qg), on se ramene a un ARMA(p,q) en différenciant d fois
la série.
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4 Processus multivariés, modeéles VAR

4.1 Introduction

Définition (processus vectoriel) (x,),c, est un processus a valeurs dans R” si
X1,¢
Xt = :
xn,t

avec x; , processus a valeurs dans R.

On généralise ici des définitions et des propriétés vues pour les processus
univariés.

Définition (Processus vectoriel du second ordre) (X,),., est un processus du
second ordre si et seulement si :
VteZ,X, €Lb, (O 4 P)
N Vi,VteZx;, e [2(Q,A4,P)
o VieZX,'X, = HXtH; e INQ, 4, P)

Définition (Processus vectoriel stationnaire au second ordre) Soit (X,),., est
un processus du second ordre. On dit que (X,),c, est stationnaire au second

ordre si et seulement si :
(@) E(X;)=m
(i) E(X; —m)(X;yp —m)'=Tx (h)

Remarques
(i) =V (X;)=Z=Tx(0)

(X,),ez Stationnaire = Vi, (x;,),., Stationnaire. La réciproque est fausse en
géneral.

Proposition (X,),., stationnaire = Vvh,T'(—-h) =T (h)'

Proposition Soit (X,),c; un processus vectoriel stationnaire. Soit (4;) ;. une

suite de matrices telle que 3 |4,] <+o. Alors
jezZ
i 2
(i) viezY, = ZjAth_j € Ly, (Q,4,P)
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E(Y;) =my :L jAjij

(i1) (v;),c7 est stationnaire avec :
FY(h):szAer(h*‘k_j)Ak'

Cas particulier Si X, =¢, —» BB, alors v, = ZjAjgt_j est un processus VMA(«)

Définition-Proposition (Densité spectrale) Si X, =szjgt_j ou ¢ — BB et

Z HAJ'H < +oo alors:
Jjez

(i) ZHFX (h)” < 400

heZ

(i) Sy (w) = % DTy (h)e™" est la matrice de densité spectrale de (X,),.,
heZ

Proposition
(i) Si ¢, - BB(0,Q) alors Sg(a)):iﬂ
(i) Soit X, =3 ;5 = 4(L)z tel que Zz HA ; H <+

JE

ety, =Y B;X, ;= B(L)X, tel que Y, 8] <+
jez
alors ¥, =3’ Cye; = C(L)e, €t Sy (@)= B(e')Sy (@)B(e™)

Theéoréme (injectivité) On considere le modele X, = A(L)e, oU & — BB(0,Q)
alors :

VheZTy(h) = fﬁ Sy (@)e ' dw

4.2 Innovation et prévision d’un processus vectoriel

Définition (Prévision) On appelle X, = EL(X,|x, ;) prévision linéaire
optimale de X, aladate -1

Proposition Soit x; la prévision linéaire optimale de x, & la date r-1. Si X,

est une autre prévision linéaire de x, a ladate -1, alors :
V(X,-X,)<V(X,-X,) (au sens des matrices symétriques positives)
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On a égalité si et seulement si x, = X,.

Proposition (processus des innovations) Soit (X,),.; un processus vectoriel
stationnaire et X, = EL(X,|x,_;). L’innovation de (x,),., est le processus :

=X, -X,
On montre que (¢,),<7 €st un bruit blanc.

Remarques
Ce qui a eté présenté est valable lorsque E(X,)=0. Sinon, on définit:

X, =EL(X,[Lx; 1)

(¢;),cz N’est pas I’innovation du processus univarié (x;,),cz -

Théoreme de Wold Soit (X,),., un processus vectoriel stationnaire et (¢,),., le
processus des innovations. On a alors :

+00
El(Ak)kEZ‘ ZHAk“< +o0 et Xt =m; + zAkgt—k avec AO =1
k k=0

On definit les estimateurs (moments empiriques) suivants :

T

.1 - .

m = ?ZXt = Xy moyenne empirique,
=1

Ix (h):ﬁtzzz;r(l)(t —}T IX t—h —}T)

Ces estimateurs sont convergents et asymptotiquement normaux.

4.3 Processus VAR stationnaires

Définition Soit zeR",(4,)..,., €M, (R))”,¢, #0,¢, - BB(0,Q),QeM, (R) tel que
Xy =pu+d X, 1+ 49, X, p+&
Soit ¢(L)X, = p1+,00 §(L) =1, ~HL+...+ $,L7
Alors on dit que (X,),.z Suit un processus vectoriel auto-régressif
note X, — VAR(p)

Proposition Si detg(Z) a toutes ses racines de modules strictement supérieurs
que 1, alors :
(1)  ¢4() estinversible

74



(i) )t =>7 4L telque Ao =T et Y| 4] < +oo.
k

Remarque (racine unitaire) Si detg(1) =0 alors (X,),c, est non stationnaire.

Proposition Si ¢(L)X, = u+¢, et si les racines de detg(z) sont de modules
strictement superieurs a 1, alors
() X, =m+Y . Ax&y aVeC Ag =1 et Y| 4] <+oo

k

(i)  (¢),c7 le processus des innovations de (X,);cz

Estimation On montre (théoreme de Zellner) que I’estimation d’un modele
VAR par les MCQG peut se ramener a I’estimation des MCO processus par
processus. Sous I’hypothese de normalité des résidus, cette estimation coincide
également avec ’EMV.,

4.4 Deéfinition de la cointégration

Une combinaison linéaire de séries temporelles non stationnaires peut étre
stationnaire. Dans ce cas, on dit que les séries sont cointégreées.

Définition Soit (X,),c, un intégré d’ordre d. (X,),., est dit cointégré si et
seulement s’il existe un vecteur de cointégration « tel que (o’'X:)ez est intégré
d’ordre k<d.

75



Chapitre 11: Modeéles pour données en panel

1. Introduction

On dispose d’informations sur des individus i,i =12,..., N (ménages, personnes,
entreprises,..., régions, pays,...) observés au cours du temps ¢=12,..,7,. On dit
que I’échantillon est cylindré lorsque: 7 =7,vi. La double dimension

« individuxtemps » renvoie par analogie a un «panneau» d’ou le terme
emprunté a I’anglais « panel ».

Intérét . cette double dimension permet d’utiliser des hypothéses
d’indépendance dans la dimension individuelle est d’éviter des hypothéses trop
restrictives pour les séries temporelles. Ceci ne peut étre fait qu’en contrdlant la
variabilitt des comportements individuels; c’est-a-dire en controlant
I’hétérogenéité inobservée.

Exemple : assurance automobile et risques individuels.

2 . Le modeéle de la covariance

2.1 Définition

Le modeéle statistique classique de la covariance offre un cadre intéressant pour
introduire une certaine hétérogénéité individuelle en respectant le principe de
parcimonie :

{yn =a,+fpx, +¢,,i=12,...,N,t=12,..,T

Ee, =0Ve, =c2,cov(e,,&,)=0,i #i' out#t'

Dans ce modéle les parametres sont (B3,a,,a,,....a,) et o2. Ce modéle respecte
un comportement commun au travers de sa partie pr, mais introduit des
différences au travers des parameétres «, encore appelé effets fixes. Par ce biais

on tient compte tres simplement d’une hétérogénéité individuelle.
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2.2 Ecriture matricielle

Pour chaque individu on pose

Vi X &n

Yi2 Xio )
2 = ’)_Ci = ’gz =

Yir Xir Eir

et le modele est classé par individu:
Y. =ai +px,+¢,i=12,..,N,.,,'=(11...1),dims, =T

Eg. =0,Ve, =c’l,,cov(e, &) =0,i #i'

puis sur le temps :

21 Xy &
Y, X, 2P

y= =1, ®ua+pfx+ex=|"|e=| |Ee=0Ve=0ll,
Yy Xy En

On rassemble sur la totalité du panel en un modele linéaire :

y=Xr+e, X =(I,®,x)

= (NTx(N+1))

Ee=0Ve=0’l,

On élimine les effets fixes «, en application du theoreme de Frisch et Waugh,
c’est-a-dire en appliquant le projecteur :
I, ®i1,1;'
T
Ce projecteur opére sur les variables du panel en les transformant en écart a leur
moyenne individuelle, exemple :

M=I,-1,9,,®tl1,®')" 1, ®'=1,,
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My=\v,=y, \ Vi =72 Vu

Pour obtenir I’estimateur des MCO de g il convient donc de régresser y, -y,
Sur x, —x, .

Remarques : L’estimateur ainsi obtenu est appelé dans la littérature statistique
estimateur de la covariance ; en économétrie des panels cet estimateur est
appelé estimateur Within ; on trouve encore dans des articles en francais :
estimateur intra (individuel).

On estime les effets individuels par &, =y, — B, x, et la variance de la régression
R 1 N T ~ .
par 6° = WZZ[(% —y.)= B, (x, —x,)]? ... tous ces estimateurs sont sans
)7L = =1

biais et relévent du théoreme de Gauss-Markov pour ceux du premier ordre...

Ce modele a effets fixes a été présenté pour un modele avec une seule variable
explicative il se généralise a un nombre quelcongue sans aucune difficulté.

. 3. Le modeéle a erreurs composées

3.1 Définition

Le modeéle a erreurs composées traite les effets individuels comme des variables
aléatoires ; c’est un modele linéaire géneralisé :

v, =x,f+a, +¢&,,i=12,...N,t=12,..,T
Ea,=0Va, =c?,cov(a,,a,)=0,i#i'
Eg, =0,Ve, =0?2,cov(e
cov(e,, g, ) =0,Vi,i',t

&) =0,i#1" out#t

it?

78



avec x, = (x,,, X, X, ). Ces variables explicatives seront traitées comme fixes

dans la présentation ; on abordera le cas ou elles sont aléatoires et leur possible
correlation avec les effets individuels et les perturbations dans des sections
suivantes. Quoiqu’il en soit le modele a erreurs composées peut étre un modele
conditionnel ; pour cela il suffit de considérer que les espérances et variances de
la définitions sont conditionnelles aux variables explicatives... ce qui en fait des
variables strictement exogénes, non corrélées avec les effets aléatoires.

3.2 Ecriture matricielle

Si yest le vecteur des observations sur la variable endogene comme il est défini

en 2.2 et six,(NxK)est la matrice des observations sur les variables exogénes
rangées en conformité avec le rangement de yona:

{Z:X,B+u,u:IN®ng+§

Eu=0Vu=Q=021, ®1,1, +c’1,,

On posera: J, =11, ; cette matrice est la matrice carrée de taille T composée
uniguement de 1.

On voit que :

I, ®J I, ®J

QZUE(INT_%)"‘(GE"'TU;)%

IN®JT)+ ol I,®J
T

&g

_ 1
Q= 2[(]NT_ T]
(O

&

c’+To? T

I.®J 1. ®J o’
O_‘Q—l/2: ] _ N T +9 N T’ez &
) U T ) T ol +To!

3.3 Les différents estimateurs
Estimateur des MCG

De maniere générale il s’écrit :

A

ﬂ — (XIQ—IX)—IXIQ—IZ
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Il s’obtient, & condition de connaitre 2,57, en estimant le modéle sphéricisé par
les moindres carres ordinaires :

Ve —(1=0)y, =(x, —1-0)x,) B +v,
v, =u, —(1-0)u, =0a, +¢, —(1-0)¢, d=12,.,N,t=12,..T

Ev, =0,Jv, =c’,cov(v,,v,.)=0,i#i' out#t
Modele Within, estimateur Within

La structure de la matrice des variance covariance du modele a erreurs
, , . ) 1. ®J i
composées met en évidence le projecteur w = (1, —%) qui est apparu dans

la transformation de Frisch et Waugh. Le modele transformé par w est appelé
modele Within -

Wy=WXpg+We

dont I’écriture détaillée est :

Yi = Vi = (‘xit _xi.)lﬁ—l—git — &

L’estimateur des MCO produit I’ estimateur Within -

~

By =(X'WX)X'Wy
qui n’est rien d’autre que I’estimateur de la covariance.

Remarques . Les variables constantes dans la dimension temporelle, ¢’est-a-dire
independantes du temps sont éliminees par la transformation w . Dans le calcul
de I’estimateur on se restreint aux autres variables...

L’estimateur de o> sur ce modéle Within est I’estimateur correspondant présente
au modele de la covariance.

Modele Between, estimateur Between

, . . 1,®J \ .
L’autre projecteur de la matrice Q est B :%. Le modele transformé par B

est appelé modele Between

By = BX[} + Bu
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Ce projecteur calcule les moyennes individuelles des variables. Ce modeéle
Between est :

vy, =x,f+u, u, =a, +¢,,i=12,.,N

La régression de y, sur x, donne I’estimateur Between p, et I’estimateur de la
2

variance de u, ,Vu, =o’ + UT est défini par :

~2
~y O,
o, +—==
T

1 & A
—E s 2
N—K — (yz xt.ﬂB)

Estimateur des MCQG

Avec les modeles Within et Between on obtient des estimateurs sans biais des
variances de I’erreur composée. On peut donc calculer un estimateur g des
MCQG pour le paramétre g ; cet estimateur s’obtient par la réegression du

~2

\ 7 - - Ve ~ G
modele sphéricisé dans lequel on remplace ¢ par Zﬁ
o, + o,

On montre que B=AB, +(I, —A)B, avec A:[V(,BB)’I+V(,3W)’1]_1V(,33)’1. Les
estimateurs des MCG et des MCQG sont donc des moyennes pondérées
vectorielles des estimateurs Within et Between. Pour les MCQG on utiliseA
calculé en fonction des estimation des variance des deux estimateurs. Ces
estimateurs Within et Between ne sont pas corrélés puisqu’ils sont issus de deux
modeles qui résultent de projections sur deux sous espaces orthogonaux.

Tous les estimateurs Between, Within, MCG sont sans biais ; on montre aussi
que sous I’hypothese de normalité des perturbations et des effets, I’estimateur
des MCQG est sans biais, mais il faut pour que I’espérance existe que
N>K+5T>2.

Remarques : 1) L’estimateur Between exploite les différences entre les
individus du panel. Il est convergent lorsque N — « a condition que Ex,a, =0 et

Ex,e, =0. Ceci est possible lorsque les variables explicatives sont strictement
exogenes et sans corrélation avec les effets individuels.

2) L’estimateur Within exploite les différence a I’intérieur (intra-within) des

séries individuelles. C’est un estimateur convergent en 7 —-o© 0OU N —oa
condition que E(x, -x,)¢, =0. Cette condition est vérifiée lorsque les variables
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explicatives sont strictement exogenes. Mais pour cet estimateur la convergence
ne dépend pas des corrélations entre ces variables explicatives et les effets
individuels puisque la transformation Within élimine ces effets.

3) L’estimateur des MCG et celui des MCQG sont convergent en Nou 7 — o
sous les conditions des remarques 1 et 2.

4) Pour meémoire I’estimateur des MCO est convergent en Nou T — oa
condition que Ex,(a, +¢,)=0. Ceci est obtenu s’il y a absence de corrélation

entre variables explicatives et effets aléatoires et plus simplement qu’en 2
puisqu’il suffit de I’absence de corrélation «contemporaine» avec la
perturbation et non pas sur toutes les périodes

4. Test de spécification

4.1 généralités

La littérature économétrique a été animée par le sujet de la spécification que I’on
doit retenir pour modeliser I’héterogénéité. Le modele de la covariance, a effets
fixes, et le modele a erreurs composées, a effets aléatoires, sont concurrents. Un
premier guide pour le choix entre fixe et aléatoire tient au caractere fermé ou
ouvert de I’échantillon des individus : si i se rapporte a des pays, des régions,
de Etats... la population est « close ». L’indice n’est pas un simple identifiant
d’une population plus large et ouverte, il a un sens connu et reconnu. Dans ce
cas le recours a un modele a effet fixe semble se justifier. En revanche dans le
cas des ménages ou des personnes, le panel est généralement issu d’un
échantillon ; on considere que I’utilisation des effets aléatoires approche mieux
I’hétérogenéité de la population ; cette heterogénéité et donc les effets ne peut
étre abordée que sous la forme d’une distribution. D’ou le recours a I’aléatoire.

Des consideration plus statistiques renvoient aux questions de convergence des
estimateurs. Si les effets individuels sont des parameétres, c’est-a-dire des effets
fixes, on aborde leur loi de maniére non paramétrique et puisqu’on ne leur
impose aucune contrainte, la corrélation entre les variables explicatives et les
effets est abordée de maniére implicite. Ce modele a effet fixe supporte donc
I’hypothése de corrélation entre explicatives et effets. Aujourd’hui les
économetres considérent que le choix entre effets aléatoires et effets fixes releve
du choix de la spécification du modeéle : accepte-t-on de specifier la loi conjointe
des variables explicatives et des effets, et de leur possible corrélation ? Ou la
laisse-t-on libre. Dans le premier cas les effets sont aléatoires, dans le second ils
sont fixes.
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Le probleme de la spécification se concentre donc sur la question de la
corrélation effets-variables explicatives. On va donc aborder ces probléemes de
spécification en considérant le probleme de test: peut-on oui ou non ne pas
specifier des corrélations entre « explicatives » et « effets ».

4.2 Le test d’Hausman

Dans toute cette section les variables explicatives sont strictement exogenes :
Ex, e, =0,Vt,s. Et on retient comme probleme de test :

it~is

H, :Bonne spécification : Ex,a, =0,Vi,Vt
H, Ex,a, #0

Sous H,, j3, et j, sontconvergents.
Sous H,, j, n’estpasconvergent, 3, estconvergent.

En suivant les considérations d’Hausman on voit que la différence entre ces
deux estimateurs est une indication du rejet de #, : si cette différence est

« grande » on rejettera H,. Sous H, les estimateurs Between et Within ne sont
pas corrélés. Sous cette hypothése on a donc (3, — B,) =V (B,)+V(5,) . On

note &, = (4, —ﬁW)'[V(ﬁB) + V(,éw)r(ﬁB — B,)et &, la statistique issue de &, ou
les variances sont remplacées par des estimateurs convergents.

Propriété : Sous I’hypothése de bonne spécification (H,) &, —~— y2(K) lorsque
N —>oo. Maissous H, &, — +x.

Statistique ~ d’Hausman: &, =(5, —BW)‘[I}(,éB)+I}(BW)r(ﬁB —B,)ou les
variances estimées sont issues des modeles Between et Within.

Test d’Hausman : pour un test asymptotique de seuil 5% la région critique est :
C= {(;H 2 ng%(K)}

Remarques : Dans son article d’Econometrica en 1978 Hausman a retenu une
autre formulation pour son test. Sa formulation est plus « universelle » que celle
proposée ici puisque pour Hausman un test de spécification est fondé sur la
différence entre un estimateur convergent asymptotiquement efficace sous H,

mais non convergent sous A, et un estimateur convergent sous I’hypothese de
bonne spécification et son alternative. A partir des trois estimateurs Between,
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Within et MC(Q)G on produit deux tests au sens strict d’Hausman et celui
présenté plus haut. Dans le cas présent ces trois tests sont numériguement égaux.

Il convient de prendre garde au fait que pour le test présenté ci-dessus les
formules peuvent ne pas étre opeératoire. Exemple si dans les variables
explicatives certaines ne dependent pas du temps I’opeérateur w les élimine. On
se restreint alors aux autres variables® pour élaborer le test.

Approche de Mundlak: Si comme nous I’avons supposé les variables
explicatives sont strictement exogenes, les biais asymptotiques des estimateurs
proviennent de Ex,a, = 0. Pour tenir compte de cette corrélation, on peut utiliser
la decomposition de la régression probabiliste o, =x,6+a,0U0 Ex,a, =0. On
introduit un nouvel effet individuel non corrélé aux explicatives. Y. Mundlak
propose donc de considérer le modele de régression étendu :
Vi = x;zﬂ+x;.0+&i + &y

On montre sans peine que I’estimateur des MCG de ¢ est proportionnel a
(B, - B,). Le test de significativité de ¢ revient au test d’Hausman a condition

de calculer convenablement la variance de I’estimateur des MCQG puisque le
modele de Mundlak est bien un modeéle a erreurs composees.

5 Les modeles dynamiques de panels

5.1 Introduction

Les problémes d’estimation des modéles dynamiques de panels ont été observés
par M. Nerlove et P. Balestra en 1967 dans une étude sur le gaz naturel aux USA
modélise par un modéle autoregressif a retards echelonnes :

Vi = Pua X, TVX T e,

Ils ont constaté que tous les estimateurs classiques (MCO, MCQG,...) sont
biaises méme lorsque la variable explicative est fortement exogeéne. lls ont aussi
butté sur la mise en ceuvre du maximum de vraisemblance qui se reduit tres
souvent a la méthode des MCO !

L Voir I’article: J.A. Hausman, W.E. Taylor “ Panel Data and Unobservable Individual Effects”, Econometrica,
vol. 49, n°6, nov. 1981.
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5.2 Etude du modele AR(1) de panel
Définition

Vi =Puata, +‘9w|ﬂ| <1
o, = iid(O,afl,git ~ iid(O,G?),COV(ai,Eﬂ) =0,Vi,Vj,Vs

données initiales : y,,,i =1,2,...,.N

Les estimateurs classiques et leurs limites

~ Zzyityit—l ~ 0'2(1—ﬂ2)
MCO : feo =’Zz—y§1u'v'ﬂlﬂmo =Pt s protd f)
~ Zz(%f _yi.)(yit—l _yi~(—1))
Within - = it ,
hin - ZZ()’H—J’L(—D)Z
sl 11-pT)]2p [ 11-pT)T| o 14p
Lim B =p T_l{l TlﬂHl (1—/3)“{1 Tl—ﬂ} } P
5 A Zyi.yi.(—l)
etween ! By, =——=—5—,
Zyi.(—l)
_1=p0
. ~ 1+,8Tz_€_rl_ﬂ: o,
N S Y A Aoy T
1+p2 T

On montre que ces estimateurs s’échelonnent de la fagon suivante ; leurs limites
en N — o aussi :

ﬂW SﬂMCQG SIBSIBMCG SﬂMCO SﬂB
Sideplus 7 — o :
B=limg, =limpB, .. =limp, .. <limp, ., <limg, =1

Remarque : lorsque le modele comporte des variables explicatives strictement
exogenes les biais sont reduits mais ne s’annulent pas pour T fixe. L’ordre des
estimateurs n’est d’ailleurs pas modifié.
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Le maximum de vraisemblance

Lorsque les perturbations et les effets sont gaussiens, on peut utiliser la méthode
du MV. Deux vraisemblances sont envisageables: la vraisemblance
conditionnelle aux premieres observations (MV conditionnel) et la
vraisemblance qui intégre la loi des premiéres observations (MV non
conditionnel).

MYV conditionnel

Dans ce cas on montre, par des approximations asymptotiques, que dans le cadre
—12)2 _
du modéle AR(1) de panel si g , (T-3)-8
(T +1)?
I’estimateur des MCO. L’introduction de variables explicatives fortement
exogenes réduit la surface des régions ou MV=MCO.

alors I’estimateur du MV est égal a

MV non conditionnel

Il faut dans ce cas tenir compte des lois des valeurs initiales. Si on observe
(V01 X,0) dans le modéle :

Vo= t+m, oz, +a, +¢,,i=12,..,N,t=12,..,T

on décompose y,, sur les valeurs initiales des explicatives :
Yio = @2, + 8 + Vg

et on décompose toujours dans 2 I’effet individuel sur la perturbation v, :

a; =YV T H; -

Si (v, pt;,64,.,6,)S0Nt des vecteurs gaussiens Niid (0,diag(o,0,,0%1,)), la log

vraisemblance se calcule sans peine. La maximisation de cette vraisemblance
non conditionnelle produit des estimateurs qui ne présentent pas les defauts de
ceux issus du MV conditionnel.

Les méthodes des moments

Sans entrer dans les détails de cours plus approfondis sur le panels on donne ici
des premieres indication sur les méthodes des moments pour ces modeles
dynamiques. On se place dans le cas ou les séries y/'=(y,, ;.- v;r)SONt Qid.

Pour ces vecteurs du second ordre on pose Ey|y'=Q, matrice dont les éléments
sont notés w,,t=12,..,T,s =12,...,T .
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Si le modeéle est :

Vi =Piata; +&,
E(e, 1y =037 = (W, Vigrons Via bt = 2.3, T
Ea,=y,Va, =c’,Es} =0}

on en deduit que Ey(Ay,-pAy,,)=0,t=3..T ; on dispose ainsi de

T=2T =Y onditions d’orthogonalité pour estimer le paramétre B. Ces

conditions se traduisent sur les parametres o, par :

o, =P, +c,,t=23..Ts=12,.t-1

avec c, = Ey,a,,s=12,...,T. On constate que pour ce modele autorégressif on

prend en charge que trés peu d’hypotheses garantissant ainsi une bonne
flexibilitt au modele. La matrice Q dépend de 27 parametres:
O, C,CorenCpyy Oy, 0,1, @7 . LES pArametres o s’estiment par leurs contreparties

empiriques, les autres a partir de la méthode des moments ; par exemple si 7 =3,
le modele est juste identifié, «,c,,c, sont déterminés par les 3 conditions :

W3 =0AW,, +Cy
W3 = AWy +C4

W, =CQWy +C

. ~ 1 ..
en estimant o, par a)mzﬁz“y”ym. Dans ce cas partlculler on a donc:
Z(yiz —Yi2)Va
Z(in —Va)Va

des moments généralisés ou des moindres carrés asymptotiques gqu’il convient
de recourir,

. Dans les cas plus généraux c’est a la théorie de la méthode

a=

Conditions d’orthogonalité et moments genéralisés

On peut approcher I’estimation des modeles dynamiques par diverses methodes
fondees sur diverses conditions d’orthogonalité. La littérature économétrique
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retient aujourd’hui deux méthodes GMM dites DIF® et SYS® qu’on peut
présenter en guise d’introduction et d’illustration sur le modele suivant :

Ve =, tox, +a, +¢&,,i=12,..,N,t =12,..,T

On retient pour la variable explicative x les hypothéses suivantes :

Eax, #0,t=12,..,T
Eg,x, #0,t=12,..T,r=t¢,...,T
Ee x. =0,t=12,.,T,s=12,..,t-1

it”vis

La variable explicative est donc une variable « prédéterminée, d’endogenéité
contemporaine, corrélée aux effets individuels ». On en deduit un premier
systeme classique de conditions d’orthogonalité par la suppression de I’effet
individuel en différence :

Ey Au,=0,t=23,..,T,s=01..,t-2
Ex Au, =0,t=23,...,T,s=12,.,t-1

avecu, =Yy, — ﬂyizfl - §xit
La méthode des GMM appliquée a ce systeme porte le nom de GMM DIF.

Si on ajoute des conditions de stationnarité sur les variables on compléte ce
systeme par :

Eu,Ay, . =0,t=12,..,T
Fu,Ax, , =0,t=2,.,T

Ajoutées au conditions précédentes, la méthode des GMM appliquée a ce
« systeme » conduit a la méthode GMM SYS.

Remarque : Les études empiriques et quelques études théoriques ont montre
que les méthodes de type GMM portent des défauts de biais et de manque de
précision sur des échantillons finis, malgré leurs tres bonnes propriétés
asymptotiques. Des travaux sont publiés sur la question du comportement des
GMM lorsqu’il y a abondance de conditions d’orthogonalité ce qui est le cas ici
lorsque la dimension temporelle est grande. Ces travaux se rapportent aussi au
probléme des instruments faibles.

2 Arellano, Bond, Journal of Econometrics, 1991
% Arellano, Bover, Journal of Econometrics, 1995 ; Blundell, Bond, Journal of Econometrics, 1998.
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Chapitre 12 : Modéles a variables latentes : modeles de variables
qualitatives et dépendantes limitées

1. Exemples :

1.1 Possession d’un bien durable ou d’une caractéristique:

v, =1sileménagei a acces

Acces a I’Internet : { .
v, =0sinon

x,,i =1,2,...,n désigne le vecteur des caractéristiques des meénages qui influence
I’acceés a I’Internet.
Modeéle de choix :

Siacces : UL, x,)
{Sinon :U(0,x,)

v, =1U@0Qx,)>U(O,x,)
{yi =0 U@O,x,)>U(@l x,)

Variable latente :
y*=U@0Lx,)-UQO,x,)=x,"b+u,
Modeéle dichotomique :

y, =1l y*>0
Y =0& %<0

Lien entre la variable latente et la variable observable ; processus d’observation :

v =1y >0
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1.2 Généralisation : Modeles de choix discrets, modéles polytomiques :

Enquéte loisir : « Si vous sortez dimanche apres-midi, préférez-vous aller :

1. au théatre
2. au cinéma
3. au musée »

.V, € {1,2,3}, trois niveaux d'utilité : U(j,x;), j =1,2,3.
. variables latentes . y, =U(j,x,)=x,'8, +u,,j=123,i=12,..,n
. processus d’observation :

Vi = Zs‘,jl[y;‘ = max(yl*i,y;,y;)]

J=1

1.3 Modéle polytomique ordonné :

Exemple : collecte du salaire dans un systéme de tranches :

« Dans quelle tranche se situe votre salaire ? »

0<.<1000

1000 <. <1500

1500 <. <2250

2250 <. <3000

3000 <. <5000

IR |I= <=
I
oA~ W N

5000<.

Etude du salaire en fonction du niveau d’étude mesuré par le nombre d’années
qualifiante, notée : x,.

s, =a+bx, +u,

s. est une variable latente, seule la variable y, est observable au travers du

processus d’observation de recueil des informations sur le salaire par le
systéme de tranches ci-dessus :

v, =10 <5, <1000]+ 21[1000 < 5, <1500]+ 311500 < s, < 2250]+ 412250 < s, < 3000]
+51[3000 < s, < 5000]+ 61[5000 < s, |
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On en déduit par exemple que :

P(y, =2/x,)=P(1000 —a —bx, <u, <1500 —a —bx,) = F (1500 — a — bx,) — F (1000 — a — bx,)

ou F(.)est la fonction de répartition de w,.

1.4 Modéele de Poisson (modéle de comptage) :

La variable dépendantey, e N correspond au nombre d’occurrences d’un

évenement (nombre d’accidents, de dépdbts de brevet,...). On suppose dans le

modele de Poisson que

e A
yl

i

P, = yl.|xl.) = avec A, =e""’

Ce modeéle est paramétrique et peut étre estimé par ’EMV.

1.5 Modéles de variable dépendante limitée :

Exemple 1 : le salaire minimum.

. s, salaire potentiel : s, = x,'b +u,
. dispositif de salaire minimum : s, ; le salaire effectivement payé est

.0N pose y, =5, -5, =x,'"b+u,

soit
Yi :yjl[y: ZO]
y est la variable observable et " est la variable latente.

Exemple 2 : le modéle de déséquilibre.
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Equation d’offre : S, =z,'b +u,
Equation de demande : D, = x,'b, +u,,

Quantités echangées :  Q, =min(S,,D,)

. 0, est la variable observable.
. D,,S,sont des variables latentes.

2. Formalisation : modeéles latents, modeéles observables.

a) Variables scalaires :

y,  variable latente (reelle)
y,  variable observable (réelle)
x,  Vvecteur des variables exogenes (dimension K)

Modele latent : y; = x,'b+u,, u, perturbation.
Processus d’observation :

dg:R—>R
g fonction connue non injective telle que :
yi=g;)
Exemples :

. g(z) =1]z > 0] : modele dichotomique,
. g(z) = z1[z > 0] : modéle TOBIT,

P
: g(z)chjl[aj Sz<aj+1],ao =—0<a <..<a,<a,,; =+0
=0

b) Variables vectorielles :

y,  variable latente (dimension ¢)
y,  Variable observable (dimension p)

Modele latent :
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ou v, est le vecteur des perturbations.
Processus d’observation : g:R? — R”.

.q=2,p=1:g(z,z,) =min(z,,z,), deséquilibre
. q=2,p=1:g(z,2,) = z,1]z, > 0], TOBIT généralisé

q
- p=Lg(z,z),2,) = Zjl[zj = maX(zl,zz,...,Zq)], modele polytomique.
]

3. Modeles dichotomiques : PROBIT, LOGIT

3.1 Définitions :

. Modéle latent : y, =x,'b+u,,~u, ~ F, Ffonction de répartition d’une loi connue
d’espérance nulle.

. Modele observable : y, =1]y; > 0]

. Les observations sont indépendantes.

Conséquence : les variables y, sont des variables de Bernoulli indépendantes :
v, =BQ p,),p,=P(y, =1)=P(x,"b+u, 20)=F(x,'D)

Cas particuliers :

i) F(z)=] \/;—eztzdt — ®(z), modéle PROBIT
T

i) F(z)=— -~ (z), modéle LOGIT
1+exp(—z)
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3.2 Méthode d’estimation : le maximum de vraisemblance.

~BQ, p,), densité : p” (]__pi)(l—y,-) .

.densité de y,,y,...y, 1 Ip"(@Q-p)*"

. Log-vraisemblance : L (b) = i{yi log(p,) + (- y,)log(l- p,)}

i=1

L,(b) ="y 10g(F (x,'b)) + (1 - y,)log(l— F (x,'p))}
i=1
. Estimateur : 5, =argmax L, (b)
Remarques :

. Si log(F(.)),log(1— F(.)) sont des fonction strictement concaves, L, (b) est
strictement concave.

. log(®),log(1 - ®),log(L),log(L- L) sont des fonctions strictement concaves.

Equations de vraisemblance : Cas « linéaire simple » x,'b=a + £, :

flat /)
da zF(a+,Bz)(1 Flar ) Fer A =0
flat /)
aﬁ zF(OHﬂZ)(l Flas ) Hler A =0
=L

Les estimateurs &, 3 de «, 8 sont solutions de ce systéme non linéaire.

Remarque : Le logiciel SAS permet d’estimer tres facilement les modeles
LOGIT et PROBIT par les PROC LOGISTIC et PROBIT...

Cas favorable du Modele LOGIT :

F@)=L() = f(5) = F()- F(2))
1+exp(-z)
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Conséquence les équations de vraisemblance ont une forme analogue aux
équation normales d’un modele linéaire : si &, =y, — F(a + f,) est le résidu les
équations de vraisemblances sont :

Remarque : Le modeéle Logit est un modéle GLM (generalised linear model) au
sens de Nelder et McCullagh.

Applications :

. z, variable indicatrice,
. le scoring.

3.3 Variables explicatives endogenes

1) Dans le cas d’un modéle apparemment linéaire dans lequel une
variable explicative dichotomique est endogene :

y, =byx,, +byx,, +u, aVeC x,, € {01} et E(u,x,)# 0

On peut appliquer la premiere étape des 2MC : cette premiere régression n’est
pas structurelle. Cette méthode est conseillée pour produire I’estimateur des
moments a partir de la contrainte identifiante E(u,z,)=0.

On peut également utiliser un modele dichotomique si I’on est prét a faire une
hypothese structurelle sur la variable dichotomique endogene.

On construit alors la valeur prédite F(zi'¢) (estimateur de E()di‘zi)z). On peut alors

faire la régression augmentée
Vi =bixy +byxy +d(x, - F(z,'¢)) +u,
%Y—J

VI

Les hypothéses assurant la convergence sont plus fortes que dans le cas de 2MC
car on doit spécifier E(x,|z,) et imposer E(x,|z,) =0
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i)  Modeéle a variable dépendante dichotomique et variable explicative
endogene

On suppose que dans le modéle latent y; =bx, +b,x, +u,, 0N & E(x,u,)#0

R u, =az,'+v, . - s .
Sous I’hypothése " ou ¢ estindépendante de u, et de v,, la technique
u, =y, +¢

de la régression augmentée est valide.

L’estimation en deux étapes oblige a une correction des écarts-types des
estimateurs.

4. Modeles Tobit

4.1 Modele TOBIT simple

a) Définition

Modele latent : y’ =a+bx, +u,,u, = Niid(0,5%),i =12,..n

s P = fl * Z O
Modeéle observable : {7 =%
y;=0,y, <0

Processus d’observation : y, = y/1ly; > 0]
b) Inadaptation des MCO
. Intuition graphique

. Calcul :

Echantillon observable : variable non tronquée : i/y, >0

E(y,ly,>0)=E(a+bx, +u,la+bx, +u, >0)
=a+bx, + E(u,lu, >—a—bx,)

u, ~ N(0J1):
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a+bx,

o( )

E,lu,>-a-bx,)=0

cD(a+bx"

)

avec o(t) = \/;_;; e_?z ,O@) = J; o(x)dx .
On appelle Ratio de Mill la fonction : A(z) :%'

Pour les observations i/ y, >00n a donc :

y,=a+bx,+oz, +¢
a+bx,

Ee, =0,z, = A( )

Si on estime cette équation par les MCO en omettant la variable z,on obtient des
estimateurs de «,bqui portent un biais de variable omise.

Echantillon complet: i=12,....n

a+ bx, a+ bx,

E(y)=E(; 1y, >0)=0( )a +bx;)+ op( )

Le modele est non linéaire, I’estimateur des MCO n’est pas convergent.
c) Méthodes d’estimation
1) Méthode d’Heckman

Modele PROBIT associe au modele TOBIT :

Onpose: d, =1y, >0], d.,i=12,...,n est observable.

a+bx;,

. R b
) ; on peut estimer les paramétres a* = »*=" par
(o2 O

le maximum de vraisemblance. Soit a*,5* ces estimateurs. On peut ainsi estimer
le ratio de Mill z, par 2, = A(a*+b*x,).

Puisque P(d, =1) = O(
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Pour estimer les parameétres 4,5, , Heckman propose d’appliquer les moindres
carrés ordinaires (MCO) a la régression etendue sur I’échantillon observable
ily,>0:

y, =a+bx,+0z, +¢&,
Remarques : C’est une méthode simple qui ne garantit pas cependant que & soit

toujours positif. De plus, il ne faut pas utiliser les variances estimees issues des
MCO directement.

i)  Méthode du maximum de vraisemblance :

La loi de y, aune masseenO:

P(y, :O)ZP(J’: <0)=P(u, S—a—bxi)zl_q)(a+bxi

)

La densité de y,se décompose en :

1 1
Vi >0: exp(__z(yi _a_bxi)z)
270°° 20
v, :0:1_q)(a+bxl.)
o

Avec I’hypothése d’indépendance des observations la vraisemblance est :

a+bx, 1 1
l)]Hi/y,->0 ———exp(- 2

N 27o? 20
Les estimateurs de «,b,o S’obtiennent en maximisant cette vraisemblance ou
son logarithme.

L (a,b,0) =TI, [1-d( (v, —a—bx,)?)

il y;

Remarques : Par une reparamétrisation adaptée on obtient un fonction objectif
concave : sion pose a*= Lo =2 n=L et (@b =L (“=.20 1) cette

o o o h h h
fonction est strictement concave et garantit I’unicité du maximum de
vraisemblance. On peut utiliser le logiciel SAS pour estimer un modéle TOBIT

simple par la PROC LIFEREG.
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4.2 Le modele TOBIT généralisé (modele de sélection)

a) Définition

Modéle latent :

* u
Vi =Xx;'b +”1i’( llJ ~ Niid(0,X)
u

2i
of  po,
po, 1

,i=12...,n
y;i =Xy by +uy, X :[

Processus d’observation, modeéle observable : y, = y;ly;, > 0.

b) Inadaptation des MCO :

Les variables y, sont observables lorsque y;, >0, sinon I’observation est égale a
0. Sur I’échantillon des observations pour lesquelles y;. est observable on a:

E(y;ly; #0) = E(xy,'by +uy; 1 x5, b, +uy > 0)
=xy'by + E(uy Tuy > =x5,"b,)

=xy;'by + poA(x,,'b,)

Remarque : lorsque p =0 la « sélection des observation est ignorable ». C’est-a-

dire que la censure doit étre indépendante de la variable d’intérét pour que
I’estimateur des MCO sur I’échnatillon des observations non censurées soit

convergent.

c) Méthodes d’estimation

1) Méthode d’Heckman

On considere le modele Probit associé : d, =1 si y, est observable, 4, =0 sinon:

P(d, =1) = P(y;, 2 0) = ®(x,,'b,)

Les variables 4, sont régies par un modele PROBIT qui peut étre estime par le

maximum de vraisemblance : b, .



Cette estimateur permet de calculer une estimation du ratio de Mill :
z, = A(x,,'b,). Sur I’échantillon des observables on construit comme dans le cas

du modele TOBIT simple une régression augmentees :
Y =x;'b + po,z, +g:

La méthode des MCO sur cette derniere conduit a des estimateurs convergents
de b,,0,, = po,. Mais comme précédemment il convient de ne pas utiliser
directement les estimateurs des MCO des variances de ces estimateurs.

2) Maximum de vraisemblance

Comme pour le modele TOBIT simple, le modele TOBIT généralisé comporte
une masse de probabilité en 0.

Si y; =0,P(y;, =0) :P(y; <0)=1-D(x,'b,) =1,(b,)

X, by +p(yll v 1)

Si y, 0, la densité est - (22 =21 Pyqy 91 yi=1,(b,b,, p,5))
0, 0, 1-p°

La vraisemblance de la totalité des observations y.,i=1.2,...,n estalors :
L,(by,b,,p,0,)= Hi/y,:OIli (bl)Hi/yl-::OlZi (b, by, p,07)

.y : : b
Remarque : A p fixé cette vraisemblance est strictement concave en —1,b2,i

0, O,

5.1. Modéle polytomique ordonné : EMV

On note «; les seuils des tranches. On a:

_ a ., —bx, o, —bx,
P(Yi=J|X,-=x,-)=F(]O_ ) - (’ 5)

On en déduit la log-vraisemblance :

N a, ., —bx, —-b
Ln (a’b’O')ZZIn F( yi+l ) F(a.yl X .
i+1 (o} O
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En supposant £ connu, on peut utiliser I’estimateur du maximum de
vraisemblance.

Lorsque les seuils sont connus (avec au moins trois tranches), on identifie » et

o . Lorsque les seuils sont inconnus, ce n’est plus le cas. Dans ce dernier cas, on
peut fixer o =1 et la constante du modele linéaire latent a 0.

5.2. Modéle polytomique non ordonné : EMV

On se place dans le cadre du modéle de choix discret présenté en début de
chapitre. On suppose les perturbations indépendantes des variables explicatives.

On utilise également I’estimateur du maximum de vraisemblance.

Ona: P(Y, = j|X, =x,) = [ NF[-x,' (b, =b,) +ulf (u)du

Dans le cas du modele logit multinomial, on suppose : F(u)=exp(—exp(-u))

Alors on obtient :

b;x;

P(Y, =j|Xi =x,)=

m

k=1
On identifie les coefficients 5 a une constante pres.

Pour interpréter les parametres, on peut utiliser les ratios de chances (odds
ratio) :
P(Y, =j|Xi =x;) "
P(Y, =KX, =x) e

=exp((b; —b,)x,)
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